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C ONTA-SE que Ptolomeu Filadelfo, rei do Egito, quando, 
ainda mogo, aprendia com Euclides, pediu ao mestre que 
lhe simplificasse algumas demonstragoes geometricas. E o sabio 
matematico respondeu-lhe: «Senhor, nao ha na Geometria caminhos 
particulares para os reis ». 

0 professor Jacomo Stavale, entretanto, sem abrir caminhos 
particulares para os jovens que se iniciam na Matematica, soube 
tornar-lhes mais suave o estudo da ciencia de Pitagoras e de 
Euclides. Com uma larga experiencia do magisterio, tendo lecio- 
nado Matematica a milhares de alunos, e inteiramente convencido 
de que 6 impossxvel ensinar a MatemAtica Pura aos mogos recem- 
saldos da escola primaria, conseguiu, com uma habilidade nem 
por todos ainda compreendida, evitar as asperezas que os jovens 
estudantes encontram no caminho arido da abstragao, tornando- 
Ihes assim mais amena a aquisigao das primeiras nogoes da ciencia 
que imortalizou Leibnitz, Newton, Descartes, e tantos outros. 

Uma excel ente orientagao didatica e solidos conhecimentos 
da materia em que se aprimorou, permitiram ao professor Stavale 
esta colegao de excelentes obras, que ora chega h quarta serie, 
e de cujo valor 6 eloquente teste munho o elevado mimero de 
edigoes em pouco tempo esgotadas. 

A clareza da exposigao, a criteriosa gradagao das dificuldades, 
os numerosos e eficientes exercfcios orais, a cuidadosa escolha dos 
problemas para habituarA educando ao rigor do racioclnio, ex- 
plicam o Sxito que 6ste curso de Matematica tern alcangado. 
E tal exito ira merecidamente coroar o volume ora publicado, o 
qual constitue um 6timo servigo prestado aos estudantes que, 
nao procurando os caminhos tortuosos desejados por Ptolomeu, 
bendizem, entretanto, os que sabem aplainar-lhes as dificuldades 
existentes na estrada reta que os leva a conquista da ciencia de 
Arquimedes. 

Fevereiro de 1935. 

Joaquim Silva 
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Prefacio 

Sans les Mathimatiques, on ne p&riktre point 
au fond de la Philosophie; sans la Philosophic, 
on ne pin&tre point au jond des Math&matiques; 
sans les deux, on ne penhtre au jond de rien. 

Leibnitz 

Neste volume procurei desenvolver, de um modo tao simples 
e claro quanto posslvel, o programa de Matematica da quarta 
serie ginasial, de acordo com a portaria ministerial n.° 170 de 
11 de julho de 1942. 

Os problemas do primeiro grau com duas incognitas foram 
apresentados em tres series, logo depois dos paragrafos 9, 11 e 12, 
nos quais ensinei os metodos mais simples para resolver sistemas 
do primeiro grau com duas incognitas. Entretanto, as considera- 
bles gerais sobre este.s mesmos problemas estao nos paragrafos 28 
a 36. Falta de metodo apenas aparente. 

Com efeito, seguindo a risca o programa oficial, os problemas 
acima mencionados deveriam figurar no final da Unidade I. 
Pareceu-me, porem, mais acertado, ap resen tar tais problemas, logo 
depois de ensinar os metodos de eliminagao; ensinado um desses 
metodos impoe-se, a meu ver, a necessidade de dar ao aluno 
todos os exercicios e problemas necessarios para firmar o conheci- 
mento desse mesmo metodo. 

Entretanto, 6 claro que os srs. professores podem dar os 
problemas do primeiro grau com duas incognitas, depois do para- 
grafo 36, se assim julgarem mais acertado. 

, * 

\ * * 

Desenvolvendo a Unidade III, dei algumas nogoes bem 
elementares sobre as equagoes biquadradas e irracionais. Claro 
e que nao se trata de matdria extranha ao programa, visto que 
tais equagoes se reduzem, quasi sempre, a equagQes do segundo 


grau. Alias, essas nogoes se nos afiguram indispensaveis. Por 
exemplo, se quisermos calcular as dimensoes de um retangulo, sendo 
dadas a diagonal e a area, teremos de resolver um sistema do segundo 
grau com duas incognitas, o qual, depois de eliminada uma das 
incognitas, nos conduz a uma equagao biquadrada. 

Relativamente as equagoes irracionais, nao podemos por em 
duvida a utilidade do conhecimento de alguns tipos bem simples 
dessas equagoes. Por exemplo, no problema do pogo (§76) temos 
de resolver uma equagao irracional, alias muito simples. 

* 

* * 

Com este compendio fica concluida a minha nova serie de 
livros para o ensino da Matematica no primeiro ciclo do curso 
ginasial. Procurei desenvolver o programa oficial, de um modo 
tao completo quanto posslvel, colocando-me sempre ao nlvel dos 
jovens que freqiientam esse primeiro ciclo. 

Senoes, e muito provavel que existam nestes quatro volumes; 
aos meus amigos que lecionam Matematica, que sao milhares e 
que, de todos os recantos de nossa patria, me distinguiram sempre 
com palavras de aplauso e conforto eu pego, com a sinceridade 
de sempre, que se dignem honrar-me com a sua crltica serena e 
imparcial. 

Sao Paulo, outubro de 1943 

O Atjtor 

Rua Safira, 9 
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CapItulo I 


EquaQoes do Primeiro Gran 

1. As coordenadas cartesianas no piano. O quadro- 
negro da nossa sala de aula 6 um piano. Neste piano ha uma 
infinidade de pontos. (fig. 1) Como determinar a posigao de um 
ponto qualquer deste piano? Coube a Rend Descartes, nota- 

vel matematico e filosofo francos do 
sdculo XVII, a feliz e fecunda iddia 
de fixar a posigao de um ponto qual- 
quer de um piano, pelas suas distan- 
cias a duas retas fixas deste mesmo 
piano. Em um : piano qualquer (fig. 2) 
traeemos duas retas, XX' e YY', Js 
entre si, cortando-se em um certo 
ponto O. fiste ponto divide as duas 
retas em quatro semirretas OX, OX', OY e OY'. Isto posto, 
vejamos como determinar a posigao de um ponto qualquer de um 
piano, pelas suas distancias as retas 
fixas XX' e YY' deste mesmo piano. 

Em primeiro lugar, quantos 
pontos existem neste piano, situados 
a 30mm da reta XX' ? (fig.3) Uma 
infinidade; e todos dies estao situa- 
dos nas retas AA' e BB', || a reta 
XX', situadas uma de cada lado da 
reta XX', o a 30mm de distancia 
desta mesma reta. Portanto, se nos 
pedirem um ponto situado a 30mm 
da reta XX', responderemos que o 
problema 4 indeterminado, porque 
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o X 
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ha uma infinidade de pontos que 
resolvem o problema, e todos eles 
estao situados nas retas A A' e BB', 
cujas distancias respectivas a reta 
XX' sao iguais a 30mm. Do mesmo 
modo, se nos pedirem um ponto si- 
tuado a 40mm da reta YY', respon- 
deremos ainda que este problema e 
indeterminado, porque ha uma in- 
finidade de pontos que resolvem o 
problema, e todos eles estao situa- 
dos nas retas CC' e DD', || a reta 
Fig. 3 YY', uma de cada lado, e que dela 

distam 40mm. 

E se nos pedirem um ponto do piano situado a 30mm da 
reta XX' e a 40mm da reta YY'? (fig.3) £ ste ponto, devendo 
estar situado ao mesmo tempo nas retas AA' ou BB', assim como 
nas retas CC' ou DD', a figura nos mostra que o pro- 
blema ainda 6 indeterminado, porque tem varias solugoes, mas 
estas sao apenas quatro, a saber : os pontos M, M', M" e M'". 

Ora, a indeterminagao deste ultimo problema vai desaparecer 
gragas a seguinte convengao: 

As distancias contadas acima da reta XX' serao positivas 
e, abaixo, negativas; contadas a direita da reta YY' serao 
positivas e, a esquerda, negativas. 

Com esta convengao, determinar um ponto situado a uma 
digtancia dada da reta XX' e a uma distancia tambem dada da 
reta YY' e um problema perfeitamente determinado, desde que 
as distancias dadas sejam prefixadas pelo sinal + ou pelo sinal . 
Por exemplo, qual e o ponto situado a + 30mm de XX' e a -f- 
40mm de YY' ? E’ o ponto M. Qual e o ponto situado a — 30mm 
de XX' e a — 40mm de YY' ? E’ o ponto M". 

A distdncia de um ponto qualquer do piano & reta YY' e cha- 
mada abcissa deste ponto; a distdncia do mesmo ponto d reta XX' 
e chamada ordenada deste ponto. 

A abcissa e a ordenada de um ponto M sao chamadas co- 
ordenadas retilineas ou coordenadas cartesianas do ponto M 
ou, simplesmente, as coordenadas d6ste ponto. 


As retas XX' e YY' sao chamadas eixos das coordenadas 
ou eixos coordenados. O eixo XX' e o eixo das abcissas ou 
eixo dos x; o eixo YY' e o eixo das ordenadas ou eixo dos y; 
o ponto 0, intersecgao dos dois eixos, e chamado origem das 
coordenadas ou, simplesmente, origem. 

Os eixos coordenados dividem o piano em quatro regioes, 
as quais chamaremos quadrantes. 

0 dngulo XOY e o primeiro quadrante. 

0 dngulo YOX' e o segundo quadrante. 

0 dngulo X'OY' e o terceiro quadrante. 

0 dngulo Y'OX e o quarto quadrante. 

Portanto, o ponto M esta no primeiro quadrante, o ponto 
M' no segundo, o ponto M" no terceiro e o ppnto M"' no quarto. 

A abcissa e a ordenada de um ponto qualquer M sao re- 
presentadas abreviadamente pelas letras x e y, escrevendo as 
duas entre parenteses e de modo que a abcissa preceda sempre 
a ordenada. Assim, representando um ponto qualquer por A, a 
notagao A ( x , y) significa que a abcissa do ponto A & x, e a or- 
denada, y. Isto posto, vamos construir o ponto A (4, 2). 



Fig. 4 
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Construir um ponto do qual se conhecem as coorde- 
nadas, e determinar a sua posigao no piano em que estao situa- 
dos os eixos coordenados. 

Para construir o ponto A (4, 2) tragamos pelo ponto 4,^do 
eixo das abcissas, (fig. 4) uma || ao eixo das ordenadas; pelo ponto 
2, do eixo das ordenadas, uma || ao eixo das abcissas; estas. duas 
|| se cortam em um ponto A, que e o ponto pedido. 

Para construir o ponto B (- 3, 4) tragamos pelo ponto - 3 
do eixo das abcissas, uma || ao eixo das ordenadas; pelo ponto 4 
do eixo das ordenadas, uma || ao eixo das abcissas; estas duas || 
se cortam em, um ponto B, que d o ponto pedido. 

Do exposto 4 facil compreender como construir o ponto 
C (-3, - 4) e o ponto D (2, - 5). 

Observances. Dois pontos quaisquer do espago ou de um piano diferem 
entre si exclusivamente pela sua posigao, e nada mais. Acabdmos de ver 
que um ponto de um piano e determinado por dois numeros relativos; 6 re- 
presentado, algebricamente, por dois numeros relativos. 

O processo exposto neste pardgrafo para determinar a posigao de um 
ponto qualquer de um piano, nao e o unico; hd diversos outros modos de 
fixar a posigao dCste ponto; existem outros sistemas de coordenadas. Itecomen- 
damos tambem aos estudantes que comparem as coordenadas cartesianas de 
um ponto qualquer do piano, com as coordenadas geogr&ficas de um ponto 
qualquer da superficie da Terra. 

Exercicios orais 

1. Onde estao situados os pontos cuja abcissa 6 nula? E cuja orde- 
nada 6 nula? Quais sao as coordenadas da origem? 

2. Em que quadrantes a abcissa 6 positiva ? E negativa ? Em que 
quadrantes a ordenada -6 negativa? E positiva? 

3. Em que quadrante estd situado o ponto A (-5, — 6) ? E o ponto 
B (8; — 15) ? E o ponto C (- 9, 12) ? E o ponto D (20, 30) ? 

4. Traga-se uma || ao eixo das abcissas/ acima deste eixo, e a uma dis- 
t&neia de 50mm. Quais sao as coordenadas de um ponto qualquer desta reta ? 
E quais serao as coordenadas deste mesmo ponto, se a || estiver situada a baixo 
do mesmo eixo, e a uma distancia de 60mm? 

5. Traga-se uma || ao eixo das ordenadas, e a uma distancia de 80mm 
dEste eixo. Quais serao as coodernadas de um ponto qualquer desta reta? 

6. Dizer como variam as coordenadas de um ponto A, que se desloca 
paralelamente ao eixo das abcissas, e a 45mm deste mesmo eixo. Mesma 
questao, supondo que o ponto A se desloca paralelamente ao eixo das orde- 
nadas, e a 75mm deste mesmo eixo. 

7. Onde estd situado o ponto (7, 7) ? E o ponto (-7, 7) ? E o ponto 
(-8, -8) ? E o ponto (10, -10) ? 


Exercicios. Serie I 


Construir os pontos seguintes: (*) 


1. (3, 8) 

j 5. 

4 

4) 

! 9. (3,6 , 4,7) 

2. (-6, 7) 

! 6 - 
I 

( -6, 

4) 

i 

I 10. (-5,2/8) 

I 

3. (-5, -11) 

| 7. 

I 

(-4 

-4) 

| 11. (-4, -5,2) 

f 

4. (8, - 6) 

J 

r 8. 

(<■ 

4) 

j 12. (6, 5, -7) 


13. Construir um A cujos vertices sao os pontos A (3, 0), B ( - 3, 0) 
e C (0, 8). Que espdcie de A 6 este ? 

14. Construir um quadrildtero ABCD cujos vertices sao os pontos 
A (0, 0), B (5, - 3), C (10, 0) e D (5, 3). Que espEcie de quadriMtero 6 este ? 

2. Fun goes e vai iaveis. De que depende a area de um 
drculo ? Depende do raio. Representando a area de um circulo 
por S e 'o raio por R, nos sabemos que: (E.M.S.Y. § 101) 

S = Tf X R 2 . (1) 

Esta formula mostra claramente que, 4 medida que o raio 
aumenta, a area tambem aumenta; a medida que o raio diminue, 
a area tambem diminue. Quanto a If, nao sofre a menor altera- 
gao; quer o raio aumente, quer diminua, Tf e sempre igual a 
3,141 592 653 5... Portanto, na fdrmula (1) hd quantidades que 
variam e quantidades que nao variant ; If, que nao varia, assim 
como o expoente 2, que tambdm e invarnivel, sao quantidades 
chamadas constantes; R e S, que variam, sao quantidades 
chamadas varia veis. 

As constantes podem ser numericas ou literals. As cons- 
tantes numericas sao tambem chamadas constantes absolutas. Na- 
formula (1) Tf e o expoente 2 do raio sao constantes absolutas. Na 
fdrmula da area do quadrado, S = l 2 , o expoente 2 e uma constante 
absoluta. 

As constantes literais sao tambem chamadas constantes ar- 
bitrarias ou pardmetros. Estas constantes sao chamadas arbi- 

(*) Para maior facilidade, 6stes Exercicios podem ser feitos em papel 
milimetrado ou quadriculado. 
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trdrias, porque podem variar de urn problema para outro, mas nao 
variant nunca dentro do mesmo problema. 

Para evitar confusoes, e habito representar as constantes 
arbitrarias pelas primeiras letras do alfabeto: a, b, c, d, etc.; 
as variaveis pelas ultimas: x, y, z, t, u, v. Em resumo: 

A variavel e uma quantidade que, dentro das condigdes que the 
sao impostas por um determinado problema , pode passar par, uma 
injinidade de valores. Na formula (1), R e S sao variaveis porque, 
calculando a area de um circulo, podemos ter R igual a um mimero 
qualquer positivo, inteiro ou fracionario e real, variando de zero 
ao infinite positivo e, portanto, S pode tambem passar por uma 
infinidade de valores. 

Ja aprendemos que o volume de um cilindro de revolugao 6 
dado pela formula 

17 = T r 2 h (E.M.S.V. § 106) (2) '• 

Nesta formula, Tf e. o expoente 2 sao constantes absolutas; 
v, r e h sao variaveis. 

Entre as variaveis devemos distinguir as varidveis independentes 
e as varidveis dependentes. Um professor, querendo verificar se os 
seus alunos sabem calcular a area de um circulo, propoe-lhes a 
seguinte questao: «0 raio de um circulo mede 1 metro ; qual e a 
drea d&ste circulo ?» 

Ora, assim como o professor disse 1 metro, poderia ter dito 
2 metros, 3 metros, 4 metros, Me.; o comprimento que o projessor 
atribue ao raio e inteiramente arbitrdrio; o raio e, neste problema, 
uma vari&vel independente. A area do circulo d tambem uma 
variavel, porque ela sera maior ou menor, conforme o raio for 
maior ou menor; mas, dando-se um valor determinado ao raio, 
.a drea do circulo nao poderd ser qualquer; esiard sempre sujeita a 
jormula S = Tf R 2 A area do circulo 6 tambem uma variavel; 
mas, o valor desta variavel depende do valor do raio; 6 uma variavel 
dependente ou variavel fungao. 

Existe, pois, uma dependencia entre a area do circulo e o 
raio do mesnio circulo; a area do circulo depende do raio. Esta 
dependencia 4 representada, em Matematica, pela palavra fungao. 
E tudo o que dissemos nestas linhas se resume no segumte: 

A drea do circulo 6 uma fungao do raio do mesmo circulo. 
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A fdrmula (2) nos diz que: . 

O volume de um cilindro de revolugao e uma fungao do raio 
da' base do cilindro e da altura do mesmo. 

Seja N um mimero que queremos dividir em duas partes 
diretamente proporcionais aos numeros 'a e b. (E.M.S.V. §79) 
Represen tando por x a primeira parte, teremos: 


Na 
a + b 


(3) 


E diremos de um modo geral que: 

0 valor x da primeira parte, e uma fungao de N, a e b. 
Os juros simples sao calculados pela fdrmula 


cit 

100 


(4) 


E diremos de um modo geral que: 

Os juros simples, j, sao uma jungao do capital c, da taxa i 
e do tempo t. 

Simbolicamente podemos apresentar as formulas (1), (2), (3) 
e (4) do seguinte modo; 


(*) 


(1) S = F(R) | (3) x = <t (N, a, b ) 

(2) v = j(r, h) J (4) j = (J» (c, i, t) 


Estas expressSes se lem assim: 

S e uma jungao F de R. 

v e uma jungao f de r e h. 

x e uma jungao 9 de N, a e b. 

j e uma jungao de c, i e t. 

As letras F, f, <p e significam que S, v, x e j sao fungoes 
das quantidades entre parenteses; estas sao as variaveis in- 
dependentes e S, v, x e j sao as variaveis dependentes ou, sim- 
plesmente, fungoes. 

Podemos dar as letras F, /, <p e <{», o nome de simbolos juncionais 
ou caracterlsticas. 


(*) <p, letra grega, que se pronuncia ji; corresponde ao J portugues. 
(};, letra grega, que se pronuncia psi; corresponde ao ps portugu^s. 


j 

‘J 

! 

I 

ij 

«l 

>j 

*1 

l! 

*! 

l| 

it 

4 

i 

i 

ti 

*1 

A 

?! 

4 

Mi 

4 . 

Sfi 

: 
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Dois simbolos funcionais diferentes indicarao sempre duas 
fungoes diferentes. For exemplo, se tivermos 

y — x 2 -f 5x — 3 (5) y = x 2 - 5x + 4 (6) 

nao deveremos representar estas duas fungoes de x pelo mesmo 
simbolo funcional. Seria erro escrever: 

•para a jungao (5) ..... y = j(x) 
para a jungao (6) y — j(x ) 

porque as duas fungoes (5) e (6) de x, sao diferentes. Com efeito, 
as operagoes necessarias para calcular y, nestas duas fungoes, nao 
sao as mesmas. Se fizermos x — 10, teremos respectivamente 
para as duas fungoes: 

y - 10 2 + 5 X 10 - 3 = 147 
y = 10 2 - 5 X 10 + 4 = 54 

Se quisermos pois escrever simb&licamente as fungOes (5) e (6) 
deveremos adotar simbolos funcionais diferentes. Se, para a fungao 
(5) escrevermos y — j(x), para a fungao (G) deveremos escrever 
y — F(x) ou y = ip(x) ou y = adotando um slmbolo funcional 
diferente de j. 

Entretanto, se tivernos 

y = F(x) = x 2 - 3x + 1 

e quisermos calcular o valor desta fungao para x = 2 ou x — 3 
ou x =4, etc., poderemos escrever: 

F(2) = 2 2 - 3 X 2 + 1 
F(3) = 3 2 — 3 X 3 + 1 
F(4) = 4 2 - 3 X 4 + 1, etc., 


porque as operagoes que nos conduzem ao valor da fungao, isto 
de y, sao sempre as mesmas. , 

Em resumo: o mesmo slmbolo juncional indica sempre a 
mesma lei de dependencia entre a varidvel jungao e a varidvel inde- 
pendente, seja qual jor o valor alribuldo d varidvel. Nos casos mais 
simples esta lei 6 representada por uma serie de operagoes anallticas 
sdbre a varidvel. (Granville) 

Consideremos a fbrmula (4). Dela podemos deduzir sucessiva- 


mente: 



lOOj 


ct 



IQOj 

ct 


(E.M.S.V. §87) 
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isto e, uma variavel independente pode tornar-se dependente; 
uma variavel dependente pode tornar-se independente. Da area 
do clrculo, S = TfR 2 , deduzimos que: 

r = 4 f 

Esta transformagao nos mostra que podemos atribuir a S um 
valor qualquer; o valor de R dependera, por6m, do valor de S; 
S 6 agora uma variavel independente e R, a variavel dependente, 
isto e, a fungao. 

Excrcicios. Serie II 


Sendo / (z) = x 3 - 3x 2 + 5x - 1 calcular: 


1. ] (1) 

1 

1 

I 

4./ (-2) 

1 

1 

1 

'•'( 4 ) 

I 

1 

f 

| 

10. / (z - 1) 

2. /(-I) 

I 

f 

i 

^( 1 ) 

1 

1 

| 

»•'(-!) 

1 

I 

11. / (1 4- y) 

3.7(2) 

I 

i 

i 

6 - > ( 4 ) 

! 

i 

9. / (z 4- 1) 

I 

r 

i 

i 

12. } (1 - y) 


13. Dada a funjao j(y) = y{y - \)(y 4- 1 ){y - 2)Cv + 3), provar que 
KQ) =7(1) =/(-D =/(2) =/(- 3). 

14. Dada a fungao J(x) = x* - 10z 3 4- 35x 2 - 50z 4- 24, provar que j{ 1) 
= /( 2) = /(3) = /(4). 

2r — 3 ^ 

15. Se g{x) = — — < calcular 2) (Granville) 

x 4- 7 

16. Se (p (z) = x2n + x 2 "> 4- 1, demonstrar que: 

<p (1) = 3 p (0) = 1 <p (a) = <p ( - a) (Granville) 


17. Se j(m) = 


m — 1 
*4 1’ 


demonstrar que: 


m-m = O - b 

1 4- J(a) }(b) 1 4- ab 


(Granville) 


18. Se /(z) = z 2 - 2z - 3, calcular j(x — 1), /(z - 2). 


3. Equagoes com duas incognitas. Dada uma equagao 
com duas incognitas, como por exemplo, 3x — 2 y = 4, podemos 
atribuir a x e y uma infinidade de valores. E’ o que vamos tornar 
claro com a resolugao de um problema. 

Em um segundo ano ginasial, a dijerenga entre o triplo do numero 
de meninas e o dobro do numero de meninos, 6 igual a 4. Determinar 
o numero de meninas e o de meninos. . 
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Seja x o numero de meninas e y, o de meninos. O problema 
impoe a estas duas incognitas uma unica condigdo ; a diferenga 
entre o triplo do numero de meninas e o dobro do numero de 
meninos 6 igual a 4. Traduzindo esta condigao em linguagem 
alg4brica, teremos a seguinte equagao: 

3x — 2y = 4 (1) 

Tirando desta equagao o valor de y, resulta: 

. » - nr (2) 

As equagoes (1) e (2) sao eqiiivalentes. Com efeito, para passar 
da equagao (1) para a equagao (2) e preciso: 

a) Passar 2 y para o segundo membro. 

b ) Passar 4 para o primeiro membro. 

c) Dividir ambos os membros da equagao por 2. (E.M.T.A. 
§§67 a 70) 

Portanto, e indiferente resolver a equagao (1) ou (2); os 
valores de x e y serao os mesmos para as duas equagoes. 

Tomando a equagao (2) e dando a x um valor qualquer, por 
exemplo, 10, teremos: 

3 X 10-4 . 

y = 5 

Portanto, x = 10 e y — 13 constituem uma solugao da equa- 
gao (1), como e facil verificar. (§7, observagao ) Como o valor 10 
que demos a x 4 arbitrario, segue-se que podemos atribuir a x 
uma infinidade de valores. 

Atribuindo a x os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, etc., 

e calculando os valores resultantes para y, podemos organizar o 
seguinte quadro: 


valores de x 

0 

1 

■*1 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

etc.. 

valores de y 

-2 

-0,5 

1 

2,5 

4 

5,5 

7 

8,5 

10 

etc.. 


A equagao (1) tern, portanto, uma infinidade de solugoes; 
x e y podem ser substitufdos, respectivamente, por 4 e 4, 6 e 7, 
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8 e 10, etc.; a equagao (1) se transformara sempre em uma identi- ' 
dade. Quanto ao problema proposto, porem, a sua natureza exige 
que as solugoes da equagao (1) sejam constituldas por numeros 
inteiros e positivos. Portanto, as solugoes do problema sao as 
seguintes: 

numero de meninas 2 4 6 8 10 12 etc., 
numero de meninos 1 4 7 I 10 13 16 I etc.. 


Donde se conclue que o problema proposto 4 realmente in- 
determinado. 

Observacao. O problema proposto seria determinado se contivesse mais 
uma condiqao, por exemplo, o numero total de alunos da classe 6 38. Neste caso, 
terfamos de resolver o seguinte sistema: 

| x + y = 38 J 


E achariamos x = 16 e y = 22. (§9) 

4. Uma fungao de x. Consideremos a seguinte equagao: 

3a: — 4 ... 


A letra x pode receber um valor qualquer, inteiro ou fracio- 
nario; positivo ou negativo, racional ou irracional; pode variar 
desde — <x> ate + oo . Da-se-lhe, por este motivo, o nome de varia- 
vel. A cada valor de x correspond^ um valor para y, portanto, y 4 
tamb4m uma variavel. Mas ha uma diferenga essencial entre as 
variaveis x e y; x pode receber um valor qualquer, ao passo que 
o valor de y depende do valor de x, esta subordinado ao valor 
de x. Portanto, x e uma variavel independente, ao passo que y 6 
uma variavel dependente, ou uma variavel Jungao. (§2) 

Na equagao (1), x e uma variavel independente eye uma 
variavel dependente ou variavel fungao. 

A variavel dependente e tambem chamada fungao da variavel 
independente. Na equagao (1), y e uma jungao de x. 

Da equagao (1) deduzimos: 

2y = 3x — 4 . • . x = * (2) 


( 2 ) 
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Esta equagao nos mostra que y, variavel dependente, passou 
a ser variavel independente, e x, variavel independente, passou 
a ser variavel dependente. 

Considerando a equagao 3a; — 5 y = 8, e resolvendo-a era re- 
lagao a x e y, teremos: - 

8 + 5 y 3x — 8 

* = 3 V = 5 

Na primeira equagao, x 6 uma jungao de y ; na segunda, y k 
uma jungao de x. Os numeros 3, 5 e 8 que figuram nestas duas 
equagSes, sao chamados constantes. (§2) 

Considerando a equagao 

ax + by = c 

as letras a, bee sao constantes arbitrarias ou parametros. ( § 2) 

5. Fun goes explicitas e implicitas. Consideremos as duas 
fungoes seguintes: «,y 

j{c, i, t, j ) = 0 j = — 

A primeira nos diz que os juros dependent. do capital, da taxa 
e do tempo, mas nao nos diz em que consiste esta dependencia; nao 
nos mostra qual o eaminho a seguir para calcular os juros, quando 
se conhecem o capital, a taxa e o tempo ; dizemos, em Matema- 
tica, que esta fungao e implicita (do latim implicare, embrulhar). 

A segunda nos diz que os juros dependem do capital, da taxa 
e do tempo, e ao mesmo tempo nos mostra qual o eaminho a seguir 
para calcular os juros, quando se conhecem o capital, a taxa e o 
tempo ; dizemos, em Matematica, que esta fungao e explicita (do 
latim explicate, desembrulhar). 

Na verdade, se pedirmos a alguns estudantes que calculem os juros de 
Cr .$400,00, a 5% ao ano, em 8 anos, e se lhes dissermos apenas que/(c, i, t, j) = 0 
61es ficarao positivamente embrulhados ; o dnico meio de desembrulhd-los serd 

dizer-lhes que j — ~~- 

Uma equagao da forma 3y - 2x = 4 6 uma jungao implicita 
das variAveis x e y. Resolvendo esta equagao em relagao a i ou 
a y, acharemos: 3w - 4 2x + 4 

x = 2 V = 3 

e diremos que a fungao se tornou explicita em relagao a x ou a y. 


Equagoes do Primeiro Grau 


13 


Exercfcios em classe 


1. De que depende a 4rea de um quadrado ? Representando a 4rea de 
um quadrado por s e o lado por l, eserever a formula que liga estas duas 
varidveis. Qual 6 a varidvel independente? E a variavel fungao? I Id cons- 
tantes nesta formula? E parametros? Tirar desta formula o valor de l, e 
dizer quais sao, na formula resultante, as variiiveis, as constantes absolutas 
e os parametros. Dar as formulas, a forma de fungao implicita. 

2. Representando por s, c e l, a drea, o comprimento e a largura de 
um retangulo, mostrar de modo impllcito e depois expllcito, a dependencia 
que existe entre cada uma destas varidveis e as outras duas. Classificar as 
varidveis e as constantes. 

3. Mesmo exerclcio em relagao ao bloco retangular, representando o 
volume, o comprimento, a largura e a altura, pelas letras v, c, l e h. 

4. Mesmo exerclcio em relagao ao cubo, representando o volume e a 
aresta pelas letras v e a. 

5. Mesmo exerclcio em relagao ao cubo, representando a drea total 
(superflcie do cubo) e a aresta, pelas letras sea. 

6. Mesmo exerclcio em relagao k circunferencia, representando o compri- 
mento desta linha e'o raio pelas letras c e r. 

7. Mesmo exerclcio em relagao as varidveis c, i, t e j do problema dos 

juros. 

8. Mesmo exerclcio em relagao &s varidveis e, v e t da equagao do mo- 
vimento uniforme. (E.M.S.V. §26) 

6. Grafico de uma fungao de x. Consideremos a equagao 


3x - 2y = 4 


V = 


3x — 4 
2 


Atribuindo a x valores arbitrarios, e calculando os valores 
resultantes de y, teremos: 


valores de x 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

etc.. 

valores de y 

-2 

-0,5 

IU 

2,5 

4 

5,5 

7 

8,5 

10 

etc.. 


Considerando os valores de x como abcissas, e os de y 
como ordenadas (§1) construindo os pontos (0, —2), (1, -0,5), 
(2, 1), (3, 2,5), etc., e ligando os pontos assim obtidos, isto 6, os 
pontos A, B, C, D, etc., teremos a reta AF. (fig. 5) 

Observagao. Dizemos que AF 6 uma reta; entretanto, este fato s6 
pode ser demonstrado em Geometria Analitica. 

Vejamos o que significa esta reta. As coordenadas de um 
panto qualquer desta reta, por exemplo, as coordenadas do ponto D, 
repre-sentam uma solugdo da equagao 3a; - 2 y — 4. Entretanto, os 
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coordenadas de urn pon- 
to qualquer situado for a 
desta reta, por exemplo, 
as coordenadas do pon- 
to M ou as do ponto N, 
nao representam uma so- 
lugao da equagao 
3x — 2y — 4. 

Com efeito, as coorde- 
nadas do ponto M sao 
4,5 e 2, as do ponto N 
sao 2,5 e 5, e 4 facil veri- 
ficar que estes valores 
nao convem a equagao 
3x - 2 y — 4. Portanto. 

A reta AF e o lu- 
gqr onde estao situa- 
dos todos os pontos 
cujas coordenadas 
satisfazem a equagao 
3x — 2 y = 4 
Fora desta reta 
nao hid pontos cujas 
coordenadas satisfa- 
gam a equagao 
3a; — 2 y = 4 

Da-se a reta AF o nome de grajico da equagao proposta, a 
qual, no nosso caso, 4 a equagao 3x — 2y = 4. \ 

Se construirmos o grafico de uma equagao qualquer do pri- 
meiro grau com duas incognitas, isto 4, de uma equagao da forma 

ax -j- by = c 

verificaremos que este grafico 4, invariavelmente, uma reta. Eis 
por que estas equagoes sao chamadas equagoes lineares. 

Observagao. Considerando o grdfico da equagao 3x - 2y - 4 = 0, 6 
necessdrio compreender muito bem que; 

I. Os valores de x sao os segmentos situados no eixo dos x, tendo por 
origem o ponto O, e por extremidades os pontos 1, 2, 3, 4, etc.. 
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II. Os valores de y, isto e, da fungao 


sao os segmentos situados 


no eixo dos y, tendo por origem o ponto O, e por extremidades os pontos 1, 
2, 3, 4, 5, etc.. 

Exercicio. Construir o grdjico da equagao 5x — 3y = 15. O 
grafico desta equagao e uma reta. Para construi-la, 6 bastante 
construir dois pontos d'a mesma. Com efeito, por dois pontos 
dados 4 sempre possivel tragar uma reta, e somente uma. Por- 
tanto, para, construir o grafico da equagao 5x — 3 y = 15, isto e, 
a reta que conlem todas as solugoes desta equagao, e bastante construir 
dois pontos desta reta. 

Para determinar estes dois pontos toma-se a equagao pro- 
posta e, fazendo-se x = 0, calcula-se o valor correspondente de 
y, depois fazendo-se y = 0, calcula-se o valor correspondente 
de x. Em outras palavras: 

a) ’ 'calcula-se a ordenada do ponto cuja abcissa e zero. 

b ) calcula-se a abcissa do ponto cuja ordenada e zero. 



y , B / 


3 ? 

0 12/5 

4 * 

-1 

/ 


■2 

/} 



/4 

' ■«. 

3 

Ay 


-4 

/ 


J 

4 

y 



5x — 3y 
Para x 

-3 y 
y 


15 

0, resulta: 

15 

-5 


Fig. 6 


5x — 3 y 
Para y 
5x 


15 

0, resulta: 
15 
3 


Seja A o ponto da reta cuja abcissa e zero; a ordenada sera —5. 
Seja B o ponto da reta cuja ordenada 4 zero; a abcissa sera 3. 
Conhecidos os pontos A (0, —5), e B (3, 0), liga-se o ponto A ao 
ponto B; a reta AB 4 o grafico da equagao 5x — 3 y = 15. 

Observagao. Os estudantes devem reproduzir este grafico, prolongar a 
reta AB nos dois sentidos e dar algumas solugoes da equagao 5x — 3 y = 15. 
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Exercfcios. Serie III 

Observagao. No eixo das abcissas, os segmentos 0|1, 1[2, 2[3, 3|4, etc., 
devem ser iguais; o mesmo acontece no eixo das ordenadas; entretanto, de 
ac6rdo com as conveniencias do desenho, os segmentos 0|1, 1|2, 2|3, 3|4, etc., 
do eixo das abcissas, podem ser diferentes dos mesmos segmentos do eixo 
das ordenadas. 

1. Construir o grdfico da equagao x-y — 0. 

Observagao. Em relagao a esta equagao nao 6 possivel proceder como 
ficou indicado porque, para x = 0, resulta y = 0, e para y = 0 resulta x = 0. 

Este processo nos daria somente um ponto (0, 0) isto 6, o ponto cuja abcissa 

6 zero e cuja ordenada 6 zero. Este ponto 6 a origem das coordenadas, 6 o 
ponto de intersecgao dos eixos cartesianos. Para obter um outro ponto qual- 
quer da reta, dd-se a x um valor qualquer, por exemplo, 5; o valor correspon- 
dente de y serd 5; serd entao suficiente construir o ponto (5, 5). E a reta 

que une a origem ao ponto (5, 5) e o grdfico da equagao x-y =0. 

2. Construir o- grdfico da equagao x + y = 0. 

3. Construir o grdfico da equagao x — 2y = 0. 

4. Construir o grdfico da equagao 2x + y = 0. ' 

Observagao. Os graficos das equagoes dadas nestes quatro 
exercicios, nos levam a conelusao seguinte: 

Quando, na equagao linear ax+by = c, o valor de c e nulo, a 
reta que representa esta equagao passa pela origem das coordenadas. 

E’ util observar tambem que as equagoes x — y = 0ex + y = 0 
sao as equagoes das bissetrizes dos angulos XOY e X'OY. 

5. Construir o grdfico da equagao x = y + 2. 

6. Construir o grdfico da equagao y = 3 — x. 

7. Resolver graficamente a equagao 3y = 4x — 6. 

8. Construir o grdfico da equagao x = 3. 

Observagao. Podemos dar a esta equagao a forma x-\-0y — 3. 
Atribuindo a y um valor qualquer, teremos sempre x = 3. Por- 
tanto, para construir o grafico da equagao x = 3, e bastante 
construir dois pontos cuja abcissa seja 3 e cuja ordenada seja 
qualquer. Sejam A (3, 5) e B (3, —4) estes dois pontos; a reta 
que passa pelos pontos A e B e o grafico da equagao x = 3. 

Conelusao. O grafico de uma equagao da forma ax = b 6 uma 
reta paralela ao eixo dos y. cuja distancia a este mesmo eixo e — — 

i It 
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Se a equagao e da forma ay = b, seu grafico 4 uma reta 

paralela ao eixo dos x, e cuja distancia ao mesmo eixo e — • 

< a 

9. Construir o grdfico da equagao 2x = 3. 

10. Construir o grdfico da equagao y — 0. 

11. -Construir o grdfico da equagao x = 0. 

12. Construir o grdfico da equagao Ox + Oy = 0. 

13. Uma reta e paralela ao eixo dos x, e a distancia de qualquer ponto 
desta reta ao mesmo eixo 6 4. Qual e a equagao desta reta ? 

14. Todos os pontos de uma reta AB tern a mesma abcissa, isto 6, %. 
Qual e a equagao desta reta? 

15. Todos os pontos de uma reta AB tfim a mesma ordenada, isto 6, 
Yi. Qual e a equagao .desta reta? 

16. A abcissa de um ponto qualquer de uma reta AB 6 constantemente 
igual a % da ordenada deste mesmo ponto. Qual 6 a equagao desta reta? 

17. E’ dada a equagao 2x — 3 y = 12. Verificar graficamente se as so- 
lugoes (5, 3), (6, 0), (10, 2) e (9, 2) convem a esta equagao. 

7. Equagoes simultaneas. Diz um pai a seu filho: ”0 
dobro da minha idade mais o triplo da tua e igual a 110; o triplo 
da minha idade menos o dobro da tua e igual a 100. Quais sao as 
nossas idades?” 

Repbesentando por x a idade do pai e por y, a do filho, e tradu- 
zindo em linguagem algebrica o enunciado do problema, teremos: 
/ 2x + 3y = 110 \ , 

\ 3x - 2y = 100 / 1 

0 problema proposto da origem a duas equagQes, as quais 
devem ter as mesmas raizes, porque, nas duas equagoes, x e y repre- 
sentam, respectivamente, a idade do pai e a do filho. - 

Raiz de uma equagao e o valor numerico ou literal que convdm 
d incognita. A primeira equagao tern duas inedgnitas, x e y; as 
raizes desta equagao sao os valores numdricos que convem as 
incognitas, isto 6, a idade do pai e a do filho. A segunda equagao 
tambem tern duas incognitas, x e y; as raizes desta equagao sao 
os valores numerieos que convem as incognitas, isto 6, a idade 
do pai e a do filho. Portanto, as duas equagoes devem ter as 
mesmas raizes. 

Estas dqas equagoes sao distintas porque cada uma delas 
traduz uma relagao diferente entre a idade do pai e a do fiiho; 
considerando, porem, que estas duas equagoes tern as mesmas 
raizes, da-se-lhes o nome de equagoes simultaneas. 
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Equagoes simultaneas sao duas oumais equagoes que, sendo 
distintas, devem admitir as mesmas raizes. 

Duas ou mais equagoes simultaneas formam um sistema. 

Observagao. Quando uma equagao tem mais de uma incognita, os 
conj untos de valores das incbgnitas, que verificam a equagao dada, sao cha- 
mados solugoes da equagao. 

Por exemplo, a equagao x + y = 5 tem, em numeros naturais, quatro 
solugoes, a saber: r = 1 e j/ = 4, x = 2 e y = 3, x — 3 ey — 2, x = 4: e y — 1. 
E, em numeros quaisquer, tem uma injinidade de solugoes. 

Em se tratando de um sistema de duas equagoes simultaneas com duas 
incognitas, daremos tamb6m o nome de solugao do sistema ao conjunto dos 
valores das incdgnitas que verificam ao mesmo tempo as duas equagSes. 

Considerando o sistema I, multipliquemos ambos os membros 
da primeira equagao por 3, e os da segunda por 2. Resultara: 

/ 6x + 9y = 330 1 tt 

\ 6x - 4 y = 200 / 

6r&, as equagdes 2x + 3y = 110 e 6x + 9y = 330 sao eqiii- 
valentes assim como as equagoes 

3x — 2y = 100 e 6x - 4 y = 200 

E diremos entao que os sistemas I e II sao equivalentes. 

Dois sistemas sao eqiiivalentes quando admitem as mesmas 

solugoes. / x + y = 30 \ 

Consideremos as duas equagoes segumtes: < x _j_ _ qq j 

Nao e possivel, evidentemente, determinar dois numeros que 
satisfagam ao mesmo tempo a estas duas equagoes; ha uma infini- 
dade de numeros (inteiros ou fracionarios, positivos ou negativos) 
cuja soma 6 30; assim como ha tambem uma infinidade de nume- 
ros cuja soma 6 60. Cada uma destas duas equagoes, isoladamente, 
tem uma infinidade de solugoes; mas nao 6 possivel determinar dois 
numeros cuja soma seja igual, ao mesmo tempo, a 30 e a 60. Estas 
duas equagoes jormam um sistema de equagoes incompativeis. 

8. Resolugao de um sistema de duas equagoes simul- 
taneas. Aprenderemos, em primeiro lugar, a resolver um sistema 
de duas equagoes simultaneas, com duas incdgnitas, e do 'primeiro 
grau, isto 6, x e y terao sempre, como expoente, a unidade. 

Consideremos o seguinte sistema: 

/ 2x + 3y = 110 \ T 

\ 3x -2y = 100 / 


Equagoes do Primeiro Grau 


19 


Para resolver este sistema e necessario eliminar, isto 6, fazer 
desaparecer uma das incdgnitas. 

Para eliminar uma incdgnita existem, em Algebra, varios pro- 
cesses. Os mais simples sao tres, a saber: 

I. Eliminagao por adigao. 

II. Eliminagao por substituigdo. 

III. Eliminagao por comparagao. 

9. Eliminagao por adigao. Seja o sistema 


( 2x + 3y = 110 \ 
\3x~2y = 100 / 


Seja y a incdgnita que vamos eliminar, Multiplicando a 
primeira equagao por 2, e a segunda por 3, o que d permitido, 
teremos: ( 4x + 6 y = 220 \ 

\ 9m — 6 y = 300 / 11 

Somando as duas equagdes resultantes, membro a membro, 
teremos: 13a: = 520 . • . x = 40 

Conhecido o valor de x, tomando uma equagao qualquer do 
sistema I ou II, e substituindo x pelo seu valor 40, teremos: 


2x-{-3 y =110 ! Portanto. x d igual a 40 eye 

2X40+3 y — 110 J + ua ^ a 10- E, lembrando que o sis- 

80+3?/ = HO 1 terna que acabamos de resolver pro- 

32/ = 110-80 1 v ^ m P°blema com o qual inicia- 

%y _ 30 ’ mos o paragrafo 7, ficamos sabendo 

y — io ! d ue o pai tem 40 anos e o filho tem 10. 

| E estas duas idades satisfazem as 

condigdes exigidas pelo problema, como d fdcil verificar. 

Voltando ao sistema I, isto d, ao sistema 


/ 2x + 3y = 110 \ 
\3x-2y = 100 / 


vamos eliminar x. Multiplicando a primeira equagao por 3 e a 
segunda por — 2 ( menos 2) teremos: 


/ 6m + 9?/ = 330 \ 

\ — 6 ® + 42 / = -200 / 


Somando as duas equagoes resultantes, membro a membro, 
teremos. in.. , nn . 


13 y = 130 


y = 10 
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Conhecido o valor de y, tomando uma equagao qualquer do 
sistema I ou II, e substituindo y pelo seu valor 10, resulta: 


2x + 3 y = 110 
2x + 3 X 10 = 110 
2x + 30 = 110 
2x - 110 
2x = 80 

x — 40 


■30 


Portanto, x e igual a 40 e y 
igual a 10. 


As equagoes do problema inicial do paragrafo 7 foram resol - 
vidas de dois modos diferentes; vamos comparar os dois trabalhos. 
Rste problema deu origem ao seguinte sistema: 

/ 2x+ 3y = 110 \ 

\ 3x - 2 y = 100 / 


I 


Yamos eliminar x. Multi- 
cando ambos os membros da 
primeira equagao por 3, e os 
da segunda por —2, teremos: 
6x+9 y = 330 

- 6x + 4 y = -200 
Somando as duas equa- 
goes, resulta: 

13 y = 130 

y — 10 

Voltando it primeira equa- 
gao do sistema I, teremos: 


2x + 3 X 10 
2x + 30 
2x 
2x 
x 
x 

y 


' / x = 40 \ 

Resposta. < y = 10 j 


Vamos eliminar y. Multi- 
plicando ambos os membros da 
primeira equagao por 2, e os da 
segunda por 3, teremos: 

4x + 6 y = 220 
9x — 6 y = 300 
Somando as duas equagOes, 
resulta: 

13x = 520 
x = 40 

Voltando a primeira equa- 
gao do sistema I, teremos: 

110 
110 

110-80 
30 
10 
40 
10 


110 i 2 X 40 + 3y 

110 ' 80 + Sy 

110-30 } 3 y 

80 ; 3 y 

40 i y 

10 } j Resposta. { * I } 

Do exposto resulta a seguinte 
Regra. Para resolver urn sistema de duas equagoes simultaneas, 
do primeiro grau, com duas incognitas, pelo metodo de eliminagao 
por adigao, 
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a) Multiplicam-se ambos os membros de cada uma das equagoes 
por numeros tais que a incognita que se quer eliminar tenha, nas 
duas equagoes, o mesmo coejiciente, mas com sinal contrdrio. 

b) Somam-se as duas equagoes, resultando assim uma equagao 
com uma, incognita. 

c ) Resolve-se esta equagao. 

d) Entra-se com a raiz obtida, numa das equagoes do siste?na 
proposto e resolve-se esta equagao, determinando-se assim a outra 
raiz e, consequentemente, a solugdo do sistema. 


I. 


Aplicagoes 

Resolver, o sistema < * "f" ^ ~ 

\ 3x + y = 24 

Multiplicando- a segunda equagao por — 1 (portanto, trocando 
os sinais da segunda equagao), teremos: 


} 


x + y = 

•3 x - y = 

— 2x == 
2x = 
x = 

* + y = 

6 + y =f 

V = 
II. 


■12 \ 
-24 / 


-12 

12 

6 

12 

12 


6 R ' {y=e) i 

Resolver o sistema / + ^2/ ~ 

\ 7x + 2 y = 

Multiplicando a segunda equagao por 

I 5x + 6y = 

\ — 21x — 6 y 


Para resolver este sistema, pelo 
mietodo de eliminagao por adigao, 
nao devemos eliminar x, porque 
entao seriamos obrigados a multi- 
plicar a primeira equagao por - 3; 
4 preferivel eliminar y, porque y 
tern o mesmo coejiciente nas duas 
equagoes. 


19 

1 


3 1 

: -1 } 


3, teremos: 


~16x = 16 

16x = —16 
x = - 1 

5(— 1)+6 y = 19 
-5+6y = 19 
6 y = 19+5 
6 y = 24 
y = 4 


E’ indiferente eliminar y ou x. Entre- 
tanto, se quisessemos eliminar x, seria ne- 
cessario multiplicar a primeira equagao 
por 7 e a segunda por -5; ao passo que, 
para eliminar ,y, e bastante multiplicar a 
segunda equagao por — 3. 

Resposta. I x ~ \ 

\ v = 4 / 
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III. Resolver o sistema 


lx + 11 y = -63 
6 x — 5y = 13 


Multiplicando a primeira equagao por 3, e a segunda por 
teremos: 


/ 12x + 33 y = — 189 \ ! Neste sistema devemos 

j _ i2x + lOy = — 26 / ! eliminar x por ter coeficien- 

^ _ _ 215 j tes menores que y. Entre- 

_ _ g j tanto, para eliminar x, nao 6 

. . i necessario multiplicar a pri- 

^ oc I iq ' me i ra equagao por 6 e a se- 

bx + Zh — Id i g Un( i a p Qr — 4; o m.m.c. dos 

6x — 13 - 5 i coeficxentes 4 e 6 e 12; 

6® = - 12 ; 12 = 4 X 3 e 12 = 6 X 2. 

x = ^2 i Portanto, 6 bastante multi- 

/ x = — 2 \ i plicar a primeira equagao por 

Resposta. j y = _ 5 / | 3 e a segunda por - 2. 

IV. Resolver o sistema / ~ J® \ 

( 19x + 21 y = 99 J 

Multiplicando a primeira equagao por 3, e a segunda por — 2, 
teremos: 


Resposta. 


(x = 

l v = 


IV. Resolver o sistema 


51x + 42 y = 


Poderiamos eliminar x, 
multiplicando a primeira 
equagao por 19 e a segunda 
por — 17. Entretanto, 6 pre- 
ferivel eliminar y. Com efei- 


13x — i por - 17. Entretanto, 6 pre- 

x — 6, etc.. [ f er f ve l eliminar y. Com efei- 

to, o m.m.c. dos coeficientes 14 e 21 d 42;- ora 42 = 14 X 3 e 
42 = 21 X 2. Portanto, e bastante multiplicar a primeira equagao 
por 3, e a segunda por - 2. 

10. Forma normal das equagoes. A jorma normal das 
equagdes do primeiro grau com uma incognita e 

ax = b (E.M.T:V. §75) 

A Jorma normal de uma equagao do primeiro grau com duas 
incognitas e ax + by = c 


Nesta equagao, x e y sao as incognitas; a, b e c sao numeros 
quaisquer, sao os coeficientes; c e um termo independente das 
incognitas. 
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A jorma normal de um sistema de duas equagdes simidtaneas 
do primeiro grau com duas incognitas e 


f ax + by — c \ 

1 a'x + b'y = c' J 

Neste sistema, x e y sao as incognitas; a, b e c, assim como 
a', b' e c' sao numeros quaisquer, sao os coeficientes; c e c' sao 
termos independentes das incognitas. 

Antes de resolver um sistema de duas equagoes simultaneas 
com duas incdgnitas, e necessario reduzl-lo a sua forma normal. 
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Exercicios. Serie IV (*) 

Resolver, pelo metodo de eliminagao por adigao, os seguintes sistemas: 


1. x '+ 2y = 3 

3x + y = 4 

2. x + y = 32 

x — y = 10 

3. x + 2y = 27 

* - y = -3 

4. 2r + 3s = 13 

r + 2s = 8 


x + 3 y — 2 


5. 5 1 + 3m = 14 
3< — 5m = 22 

6. 5m — 4n = 7 
2m + 3n = 12 

7. 3a; + 5 y = 14 
6x - 3?/ = 15 

8. a + 56 = 12 
3a - 45 = -2 


9. 2x + 3y = 41 
2?/ + 3x = 39 

10. 2x + by = 17 
9a; - 2 y = 3 

11. 5x + 4 y = 58 
3x + 7y = 67 

12. 12x -f 7y = 176 

3y - 19x = 3 


i 14 3 ^±1 2 I =9 

[ ii 


5(x +3) = 3(y-2) +2 I 


1 — 3x 11-3?/ 
7 5 


N. B. Se uma equagao se apresenta em forma de proporgao, eliminam- 
se os denominadores aplicando-lhe o teorema fundamental das proporgoes. 


15. JL = V. : 

^8 9 

5x —3y — 13 

x+2y , 2y — 3i n 

16 . -3- +— =2 

_£ , x+y = _4 
3^3 3 

17 . , 12 


x-3y 

2 


3x - 2 y = - 32 


iq x + V . 46 

7 6~ = "3^ 

x- 7?/ x-6 y 


19 1±1 + L±J 

19 ‘ 2 + 4 

g~5 _ y-3 _ 1 
6 18 


20. 2x + 


5y +3 


92 / - = " 10 

21 + L - 1 

21 ‘ 3 + T " ¥ 
x-2 y + 1 = 1 
5 2 2 

*-2/ 25 x +?/ 


s 4-2Z-9 , x-y +6 = 
2 + 3 

x 1 y +2 


6x = 6('?/ - 4) 

24. 12x = 7y + 39 
x+y _ 3 _ x-y 


(*) Conv5m ler a Nota da pag. 271 
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Problemas. Serie V 

Os problemas que se seguem deverao ser resolvidos com duas incognitas. 

1. Determinar dgis numeros consecutivos tendo por soma 83. 

2. Determinar dois numeros tendo por soma 147 e por diferenga 53. 

3. A soma de dois numeros 5 222 e o quociente e 5. Quais sao os dois 

ndmeros ? _ 

4. A soma de dois numeros 6 141, o quociente incompleto e 6 e o resto 
da divisao do maior pelo menor e 15. Quais sao os dois ndmeros ? 

5. A diferenga de dois ndmeros 6 450 e o quociente 5 7. Quais sac os 
dois ndmeros? 

6. A diferenga de dois ndmeros 6 182, o quociente incompleto 6 4 e o 
resto da divisao do maior pelo menor e 26. Quais sao os dois ndmeros ? 

7. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo cujo perimetro 
mede 208m, sendo a largura igual a 5 /g do comprimento. 

8. Um numero e o quintuplo do outro; diminuindo 80 unidades do 
maior, e 8 do menor, os restos sao iguais. Quais sao os dois ndmeros ? 

9. Pai e filho tem juntos 96 anos, e a idade do pai e o quddruplo da 
do filho. Qual 6 a idade de cada um? 

10. Dividir 90 em duas partes tais que 4 vcizes uma seja igual a 5 vezes 
a outra. 

11. Dividir o ndmero 126 em duas partes tais que uma seja o dobro da 
outra. 

12. Dividir 40 em duas partes tais que cinco vezes a primeira mais tres 
vezes a segunda seja igual a 184. 

13. Dividir 50 laranjas em duas porgoes tais que a diferenga entre o 
triplo da primeira e o quddruplo da segunda seja 38. 

14. Tenho Cr,$255,00 em notas de Cr.$20,00 e de Cr.$5,00. O ntimero 
total delas e 30. Quantas sao as notas de Cr.$20,00 e as de Cr.$5,00 ? 

15. Dividir 120 em duas partes tais que 10 vezes a maior seja igual a 
14 vezes a ‘menor. 

16. Comprei 30 sacas de caf6, tipos 3 e 4, e paguei Cr.$4, 140,00. O tipo 
3 custou Cr.$150,00 a saca e o tipo 4, Cr.$120,00. Quantas sacas de cada tipo 
comprei ? 

17. Comprei 30m de seda e 40m de forro por Cr.$l 280,00. Sendo o 
prego de um metro de seda igual a 4 vezes o prego 'de umTmetro^de forro, per- 
gunta-se qual o prego do metro de cada fazenda. 

18. Um empregado ganha Cr.$15,00 por dia, mas 6 obrigado a pagar 
uma multa de Cr.$4,00 quando nao comparece ao escritorio. Ao cabo de 60 
dias recebe Cr.$729,00. Quantos dias trabalhou? 

19. A diferenga entre dois ndmeros 6 4; a diferenga entre o quintuplo 
do menor e o triplo do maior 6 10. Quais sao os dois ndmeros ? 

20. Um negociante tem duas qualidades de vinho; uma custa Cr.$2,00 
o litro e a outra, Cr.$3,60. Quer fazer uma mistura de 80 litros, e_de modo 
que cada litro da mistura custe Cr.$3,20. Quantos litros de cada vinho deve 
misturar ? 
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21. Dividir-o numero 60 em duas partes tais que um s6timo de uma 
seja igual a um oitavo da outra. 

22. Repartir 55 laranjas em duas porgSes tais que um quarto da pri- 
meira, mais cinco sextos da segunda seja igual a 40. 

23. Tenho galiuhas e coelhos, ao todo 77 cabegas e 238 p6s. Quantas 
sao as galinhas e quantos os coelhos? 

24. Um pai tem 30 anos mais que seu filho; dentro de 4 anos, a idade 
do pai serd o quddruplo da do filho. Qual 4 a idade de cada um ? 

25. Qual 4 a fragao cuja soma dos termos 6 221, e que 5 igual a %? 

26. Determinar uma fragao que seja igual a %, e cuja soma dos termos 
seja 169. 

27. A soma dos termos de uma fragao 6 300; determinar esta fragao, 
sabendo que ela 4 igual a Yw. _ 

28. Somando 25 ao numerador de uma fragSo, ela se torna igual a 3; 
somando 5 ao denominador, ela se torna igual a Qual 6 a fragao? 

29. Somando 7 ao numerador de uma fragao, ela se torna igual a 2; 
subtraindo 1 do denominador, ela se torna igual a 1. Qual 6 a fragao? 

30. A soma de duas fragoes cujos numeradores sao 3 e 7 ,6 1 %; tro- 
cando, por6m, os denominadores, a soma' 4. 17 /&. Quais sao as duas fragoes ? 

31. Somando 5 ao numerador de uma fragao, ela se torna igual a 1; 
dividindo a fragao por 5 e subtraindo 10 do denominador, ela se torna igual 
a 0,1. Qual 4 a fragao? 

32. Hd oito anos a idade de um pai era 5 vezes a do filho; dentro de 
2 anos, a idade do pai serd o d6bro da do filho. Calcular a idade do pai e a 
do filho. 

33. A soma das idades de um pai e seu filho 6 a metade do que serd 
dentro de 25, anos; a diferenga 4 um tergo do que a soma serd dentro de 20 
anos. Qual 6 a idade de cada um ? 

34. Dois ntimeros sao tais que, dividindo o maior pelo menor, o quo- 
ciente 4 2,14 e o resto 4 0,02; dividindo o menor pelo maior, o quoeiente <5 
0,46 e o resto 4 0,0376. Quais sao os dois ntimeros ? 

35. Dados dois ndmeros, o quoeiente incompleto da divisao do maior 
pelo menor 4 1 e o resto 4 2; o quoeiente incompleto da divisao do menor pelo 
maior 4 0,8 e o resto 6,1. Quais sao os dois ndmeros? 

36. Dados dois ndmeros, o quoeiente exato da divisao do menor pelo 
maior 6 5 / 2 > ; mas, dividindo-se o maior pelo menor, o quoeiente incompleto 
6 4 e o resto 6 21. Quais sao ps dois ndmeros ? 

37. A tem o triplo do dinheiro de B. Se B ganhar Cr.$5,00 e A gastar 
Cr.815,00, B terd o d6bro do dinheiro de A. Quanto tem cada um deles ? 

38. Ponho Cr.$2 500,00 a juros, uma parte a 6%, e a outra a 5% e, ao 
cabo de um ano, ganho Cr.$141,00. Determinar as duas partes. 

39. Separei Cr.$5 000,00 em duas parcelas e emprestei-as, a primeira 
a 7% ao ano e a segunda a 3)4%. A diferenga entre os juros anuais da primeira 
parcela e os da segunda 6 Cr.$140,00. Determinar as duas parcelas. 

40. Um ndmero tem dois algarismos, cuja soma 6 11. Se somarmos 
45 a 6ste ndmero, o resultado serd 6s te mesmo ndmero escrito em ordem 
inversa. Qual 6 6ste ndmero? 
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41. Um ndmero tem dois algarismos cuja soma e 13. Subtraindo 45 
d6ste ndmero, resulta o mesmo ndmero escrito em ordem inversa. Qual 6 
6ste ndmero? 

42. A soma dos dois algarismos de um ndmero e 9. Se dividirmos o 
ndmero pela soma dos seus algarismos, o quoeiente serd 8. Qual 6 o ndmero ? 

43. Um numero tem dois algarismos, sendo que o algarismo das dezenas 
6 o maior. Se o dividirmos pela soma dos algarismos, o quoeiente aproxi- 
mado serd 7 e o resto, 9; se invertermos a ordem dos algarismos d6ste 
ndmero, se lhe diminuirmos 6, e dividirmos o resto pela diferenga dos dois 
algarismos, o quoeiente aproximado serd 5 e o resto, 3. Qual 6 o ndmero? 

44. A minha idade 6 um ndmero de dois algarismos, cuja diferenga 6 5. 
Invertendo os dois algarismos, o numero resultante serd a idade de meu neto. 
Determinar a minha idade e a de meu neto, sabendo que elas sao proporcionais 
aos ndmeros 3 e 8. 

45. Dividindo um ndmero de dois algarismos pela soma dos mesmos, 
o quoeiente aproximado 6 8 e o reto 6 4; mudando a posigao dos algarismos, 
e dividindo o numero resultante pela soma dos seus algarismos, o quoeiente 
aproximado 6 2 e o resto 6 7. Qual 6 o ndmero ? 

46. Mandei comprar magas a Cr.$0,80 e peras a Cr.$l,20, num total 
de Cr.$15,60. Quando o meu empregado voltou, devolveu-me Cr.$l,20, di- 
zendo-me que cada maga estava custando mais Cr.$0,10, e cada pera, menos 
Cr.S0,20. Quantas magas e quantas peras mandei comprar ? 

47. Dividir um segmento AB, com 7,02m em dois segmentos propor- 
cionais aos ndmeros 5 e 8. 

48. Dividir o ndmero 1 540 em duas partes proporcionais aos ndmeros 
% e %. 

49. Dois irmaos receberam Cr.$13 800,00, em duas partes desiguais. O 
primeiro gastou % da sua parte, o segundo gastou 54 da sua, e verificaram que 
o resto do primeiro era igual ao ddbro do resto do segundo. Quanto tinha 
recebido cada um? 

50. Um certo capital, rendendo juros simples, eleva-se a Cr.$26 000,00 
em 6 anos, e a Cr.$30 000,00 em 10 anos. Calcular este capital e a taxa. 

11. Eliminagao por substituigao. Consideremos o seguinte 

sistema ; / ^ 

I 7x + 5y = 60 \ T 

\ I3x - Uy = 10 / 

Considerando a primeira equagao do sistema como uma equa- 
gao literal cuja inedgnita 4 y, teremos: 

5y = 60 - 7x . ' . y = i - ) r 7x 

y 5 

Entrando com 4ste valor de y, na segunda equagao do sis- 
tema I, teremos: 
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0 


65x - 11(60 - 7x) = 50 
65x - 600 + 77x = 50 
65x + 77 x = 50 + 660 
142x = 710 
x — 5 

7x + 5 y = 60 
7 X 5 + 5y — 60 

5 y = 60 — 35 
5 y = 25 
y = 5 


Resposta. 



Obtido o valor de x, 5 facil calcular y, 
recorrendo a uma das equagoes do sis- 
tema I. Yejamos agora o que fizemos 
para resolver este sistema. 

Em primeiro lugar, escolhemos a in- 
cognita que queriamos eliminar ou ex- 
terminar, como dizia Newton. E esco- 
lhemos y, por ter menor coejiciente do que 
x. Depois, tiramos o valor de y, da 
primeira equagao, isto 4, resolvemos a 
primeira equagdo, em relagao a y; pode- 
riamos, tira-lo da segunda, mas 4 pre- 
ferivel tira-lo da primeira, porque nesta 
o coejiciente de y e menor do que na 
segunda. Tendo tirado o valor de y, da 
primeira equagao , entrdmos com tie na 


segunda. (Se tiv4ssemos tirado o valor de y, da segunda equagao, 
deveridmos entrar com ele na primeira.) Chegamos assim a uma 


equagao do primeiro grau, com uma incognita, x. Resolvemos 
esta equagao, obtivemos o valor de x e, finalmente, uma das equa- 
goes do sistema I nos deu o valor de y. 

Vimos que o valor de y, tirado da primeira equagao 4 



60 -7x 
5 


(A) 


D&-se a esta equagSo o nome de equagdo resolvida em relagao 
a y. Obtido o valor de x, nao 4 costume tirar o valor de y, de uma 
das equagoes do sistema I* recorre-se imediatamente a equagdo 
resolvida em relagao a y, isto 4, h equagao A. Sendo x = 5, teremos: 

60-7 X 5 . .60-35 . .. _ 25 . ^ 

y = — s — ■ ■ y ~ ' y " T • • y - 6 


O m6todo de eliminagao que acaMmos de expor 4 chamado 
rnttodo de eliminagao por substituigdo e pode ser resumido na se- 
guinte 

Regra. Para resolver um sistema de duas equagoes simult&neas, 
com duas incognitas, pelo mttodo de eliminagao por substituigdo, 
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a) Resolve-se uma das equagoes, em relagao & incdgnita que se 
quer eliminar. 

b) Substitue-se na outra equagap a incognita que se quer 
eliminar, pelo seu valor tirado da primeira. 

c) Resolve-se a equagdo resultante desta substituigdo. 

d) Entra-se com a raiz obtida, na equagdo resolvida em relagao 
d incognita que se eliminou, e obtetn-se assim o valor desta incognita 
e, conseqiientemente, a solugao do sistema. 

Exercfcios orais 

Tirar o valor de x, e depois o de y, de cada uma das equaQoes seguintes: 


13. 7 = 2x - 3 y 

14. 0 = 5a; + 2y 

15. 1 = x - y 

16. 3 = 2x + y 

17. 4 = 3a; — y 

18. 5 = 2 y - x 


1. 2x+3y = 7 | 7. 4x — 7 = 3 y | 13. 7 = 2a; - 3y 

2. 5a; - Ay = 10 i 8. x - 8 =5 y J 14. 0 = 5a; + 2y 

3. x + 5y = 13 J 9. 4y + 9 = 1 l 15. 1 = x - y 

4. x - Zy = 8 i 10. 2a; - 9 =3?/ J 16. 3 = 2 x + y 

i 5. 4x + y = 9 ! 11. 5y — 2 *=• 7a; i 17. 4 = 3 x — y 

6. 3a; - y = 5 i 12. x - 2y = 0 j 18. 5 = 2 y - x 

Observacao. Este exercicio oral 6 indispensdvel, e deve ser feito com 
rapidez pelos estudantes. .Certos defeitos devem ser evitados. Pergunte-se a 
um estudante qual 6 o valor de y, tirado da equagao 4x - 3y = 10; 6 quasi 
certo ele embaragar-se com o sinal. Precisamos mostrar-lhe que, para res- 
ponder a nossa pergunta, ele deve fazer mentalmente. as seguintes operagdes: 

4x— 10 

4x - 3y = 10 . ’ . 4x - 10 = 3 y .' . y = — ^ — 

Exercicios. Serie VI (*) 

Resolver, pelo mbtodo de eliminagSo por substituigao, os seguintes 


sistemas; 

1. 9v - 7x = 13 
*15x - 7y = 9 

2. 21 y + 20x = 165 
77 y - 30x = 295 


4. x - y = 3 
x + 5y = 12 

5. 4x + 11 y — - 63 
Gx — 5 y = 13 

6. 2x — 5y = — 1 
7x + 8y = 22 


ll. T — 


: 7. 2x - 3y = - 14 

i 3x + 7y = 48 

! 8. 24 m + 7a = 27 

j 8m — 33a = 115 

S 9. 5 y + 3x = 37 
| 9x + 15?/ = ill 

x +y = t5 
y - x 8 

te .5!L±ii,,oo 

-54 


13. 2x - 


(*) Conv6m ler a Nota da p4g. 271 
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Os problemas que se seguem deverap ser resolvidos com duas incognitas. 

1. A e B trabalham na mesma Mbriea. Ao cabo de um mes de tra- 
balho, com 25 dias titeis, recebem seus sal&rios. Tendo B faltado 3 dias ao 
servigo, ambos receberam Cr.$498,00. No m6a seguinte, tambem com 25 dias 
uteis, tendo A faltado 3 dias ao trabalho, ambos receberam Cr. $489,00. Quan- 
to ganha por dia cada um destes operdxios ? 

2. Um navio desce o rio Parang com a velocidade de 36,8km a hora; 
sobe o mesmo rio com a velocidade de 27,4km. Qual seria a velocidade do 
navio, se nao existisse a velocidade das dguas do rio? 

3. Tenho duas qualidades de vinho; 5 litros da primeira mais 8 litros 
da segunda valem Cr.$60,80, e 7 litros da primeira mais 12 litros da segunda 

valem Cr.$89,60. Quanto custa um litro da primeira qualidade e um litro da ; 

segunda ? 

4. Quero dar esmola a alguns pobres. Dando Cr.$l,00 a cada um, 
sobram-me Cr.$l,50. Entretanto, nao posso dar Cr.$l,50 a cada um porque 
me faltam Cr.$4,00. Quanto dinheiro tenho e quantos sao os pobres? 

Sugestao. Tenho x e os pobres sao y. 

5. Um ndmero 6 formado de dois algarismos cuja soma e 9. Invertendo 
a ordem destes algarismos, o ndmero resultante tern 27 unidades mais que 
o triplo do numero primitivo. Determinar este numero. 

6. Eu divido um ndmero de dois algarismos pela soma destes algaris- 
mos diminuida de 3; o quoeiente 6 7 e restam 3. Eu inverto a ordem dos 
dois algarismos e divido este novo ndmero pela soma de seus algarismos au- 
mentada de 2; o quoeiente d 4 e restam 10. Qual 4 o ndmero ? 


i. 





7. Um negociante tern vinho de Cr.35,00 e de Cr.$8,60. Quer prepa- 
rar uma mistura de 80 litros, para vende-la a Cr.$7,50. Quantos litros de cada 
qualidade deve misturar? 

8. Tenho vinho de Cr.$7,20 e de Cr.$4,00. Quantos litros de cada qua- 
lidade devo misturar para poder vender 60 litros de vinho a Cr.$6,00 o litro ? 

9. Tenho chd de Cr.$4,60 o quilo e Cr.87,00 o quilo. Quantos quilos 
de cada qualidade devo misturar para poder vender 40 quilos da mistura a 
Cr.$6,10 ? 

10. Determinar dois ndmeros tais que a diferenga entre o primeiro e o 
dobro do segundo seja 6, e o dobro do primeiro, menos 7, seja igual ao qud- 
druplo do segundo aumentado de 5. 

11. Quais sao os ndmeros que se devem acrescentar aos tfirmos da 
fragao /, sem que o valor desta fragao se altere ? A soma dos dois ndmeros 
pedidos e 343. 

12. Um negociante vendeu galinhas e perds, ao todo 40 aves. Vendeu 
as galinhas a Cr.$4,50 cada uma, os perds a Cr.$12,60 cada um, e recebeu 
por tudo Cr.$398,70. Quantas eram as galinhas e quantos os perds ? 

13. Um negociante vendeu galinhas e frangos, ao todo 36 aves. Ven- 
deu as galinhas a Cr.$7,00 cada uma, e os frangos a Cr.$5,00, e verificou que . 
o dinheiro recebido pelas galinhas era igual ao dinheiro recebido pelos fran- 
gos. Quantas eram as galinhas e quantos os frangos? 

14. Distribui um pacote de balas por alguns meninos e cada um recebeu 
12 balas. Mas o mais velho desistiu dasua parte e entao cada menino recebeu 
15 balas. Quantas eram as balas e quantos eram os meninos ? 

15. Um empregado trabalhou em duas casas comerciais durante 45 
dias, ganhando Cr.$5,25 por dia na primeira e Cr.$6,20 por dia na segunda. 
Recebeu ao todo Cr.$252,40. Quantos dias trabalhou em cada casa? 

16. Comprei 6kg de caf6 e 4kg de chocolate por Cr.$54,00. Entretanto, 
se eu tivesse comprado menos 1kg de cafd e mais 1kg de chocolate, teria pago 
Cr.$4,00 menos. Quanto custou o quilo de cafd e o de chocolate? 

17. Dois estudantes mediram o comprimento de uma rua, contando os 
passos dados. O passo do primeiro tern 0,77m e o do segundo 0,80m. O pri- 
meiro deu 12 passos mais que o segundo. Qual 6 o comprimento da rua ? 

18. Um professor deu 20 problemas a um aluno, e prometeu dar Cr.S5,00 
por cada problema que o aluno acertasse; fiste, por6m, ficaria obrigado a 
pagar ao professor Cr.$2,00 por cada problema nao resolvido. Terminado 
o trabalho, verificou-se que o professor devia Cr.$79,00 ao aluno. Quantos 
problemas acertou este ? Quantos errou ? 

19. Pedi ao meu amigo Cristovao que me desse % do seu dinheiro; eu 
ficaria entao com Cr.$700,00. Mas o Cristovao nao concordou comigo e pe- 
diu-me que eu lhe desse % do meu dinheiro, porque assim 61e ficaria tam- 
b6m com Cr.$700,00. Quanto dinheiro tinha cada um de n6s? 

20. Somando 9 a ambos os termos de uma fragao, ela fica igual a 2 %i; 
diminuindo 7 de ambos os termos, ela fica igual a %. Qual 6 a fragao? 

21. Somando 9 ao numerador de uma fragao e diminuindo 9 do deno- 
minador da mesma, ela se torna igual a 8; diminuindo 7 do numerador e 
somando 7 ao denominador, ela se torna igual a %u. Qual 6 a fragao? 
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22. O quociente aproximado da divisao de dois numeros 6 2‘e restam 6; 
dividindo o decuplo do segundo pelo primeiro, o quociente aproximado e 4 e 
restam 18. Quais sao os dois numeros? 

23. Dois oper&rios trabalharam 17 dias e 24 dias e receberam juntos 
Cr.$512,00. Quanto ganha cada um deles por dia, sabendo que o dinheiro que 
o primeiro recebe por 5 dias de trabalho 6 igual ao dinheiro que o outro re- 
cebe por 8 dias de trabalho? 

24. Tendo Cr.$ 15 000,00, coloquei parte deste dinheiro a 6% ao ano, eo 
resto a 5%. Recebi, no fim do ano, Cr.S810,00 de juros. Calcular os dois 
capitais. 

25. Entrando em combate, os efetivos de dois ex6rcitos eram propor- 
cionais aos numeros 5 e 6. Morreram 1 400 homens do primeiro exercito, 
6 000 do segundo, e os efetivos ficaram proporcionais aos mimeros 3 e 2. 
De quantos soldados se compunha cada exercito ? 

12. Eliminagao por comparagao. Consideremos o seguinte 
sistema: ( 3y _ 7x = 4 ^ 

\ 2y + 5* = 22 f 

Considerando as duas equagoes do sistema como equagoes 
literais nas quais a incognita e y, e resolvendo as duas em relagao 


a y, teremos: 


4 + 7* 
y = “3“ 


(A) 



22-5* 

2 


(B) 


Comparemos estes dois valores de y, sao iguais porque as equa- 
g5es do sistema I sao simultaneas. Neste caso, podemos escrever: 


4+7* 22-5* 

3 2 

8+14* = 66-15* 
14*+ 15* = 66-8 
29* = 58 
* = 2 


A incdgnita y foi eliminada pela 
comparagao dos dois valores de y, tirados 
respectivamente das duas equagoes do 
sistema I. Igualando os dois valores de 
y, formamos uma equagao cuja incog- 
nita e *. Resolvemos esta equagao para 
determinar o valor de *. Conhecido o 


V = 


4+7* 

3 



4+7X2 

3 



4+14 



(x = 2\ 

\y= 6/ 


valor de *, entramos com ele numa das 
equagoes resolvidas em relagao a y, isto 
6, na equagao A. E a equagao A nos 
deu o valor de y. 

O metodo de eliminagao que expuse- 
mos neste paragrafo e chamado metodo 
de eliminagao por comparagao e pode ser 

resumido na seguinte 
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Regra. Para resolver um sistema de duas equagoes simidtdneas, 
com duas incognitas, pelo metodo de eliminagao por comparagao, 

a) Resolvem-se as duas equagoes, em relagao a incognita que 
se quer eliminar. 

b) Igualam-se os dois valores desta incognita e resolve-se a 
equagao residtante. 

c) Entra-se com a raiz obtida numa das equagoes resolvidas em 
relagao a incognita que se eliminou, e obtem-se, assim, 0 valor desta 
incognita e, consequentemente, a solugdo do sistema. 


Exercicios. Serie VIII 

Resolver, pelo metodo de eliminagao por comparagao, os seguintes 
sisterhas: 


1. 2x + Sy = 43 
10* - y = 7 

2. * + 2y = 5 
3* — 4y = 5 


_ x y 

7. — 2- 


3. x = 3y - 19 
y = 3* - 23 

4. 3* — 4y = 14 
3y — 4* = - 14 


5. 6 m + 8n = 26 
5m — 3n = 70 

6. 4x + 3y = 5 
9y - 8x = 0 


6 4 

i±*?_3z^ + 4 =0 

11 5 + 

x-2 y - 10 10 — * 

5 4 3 

V + 2 2 x+y * + 13 

3 16 8 

3x-5y , ■ 2 x+y 

2 I - 3 = g 

o *-22/ x y 
8 —~T + J 


9. + 3 


, y_ 

2^3 


10. , 5 

— 4- X +y = 7 

. 2 "*■ 9 

ll.i±2 + 8 -2 I -J+ 


12. 2x - 5y = - 1 
x-y 3* + 2 y 


3* + 4 


13. Equagoes simultaneas fracionarias. Equagao jracio - 
ndria e aquela que contem incognitas em denominador. Em geral, 
quando as incognitas estao nos denominadores, nem sempre pode- 
mos eliminar estes, porque a sua elimi- , / 4 3 ' 

nagao traz dificuldades que, por enquan- } { — = — - — 

to, convem evitar. 1 ) x ~ ^ ' 1 V , 

Consideremos alguns casos simples, ! I 5 __ 7 1 

como, por exemplo, o sistema ao lado. { I 2y-5 2* -39 J 


! f 4 

CO 

1 

! I x — 1 

' 1 - y \ 

! 5 

7 

! ( 2y- 5 

2* -39 J 
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Este sistema nao oferece difieuldade; as- duas equagoes tem 
a forma de uma proporgao e, aplicando-lhes o teorema funda- 
mental das proporgoes, teremos : 

, . n 'i _ o/ _n i i Desaparecem os denominadores e o 


( _ 7/9 _r\ } ! sistema se resolve facilmente por qual- 

^ ' x ' \ V ) ) j q Uer um {j os t r es m6todos ja indicados. 

Consideremos agora o seguinte sistema: 


_6_ 7_ _ __3_ 

x y 2 


Eliminando os denominadores, 
teremos: 

I 12 y + 14a: = — 3 xy \ 

\ 21 y — 18a: = 16a :y ) 


Estas equagSes sao do segundo grau, cujo processo de resolu- 
gao ainda nao foi abordado. Portanto, nao podemos eliminar os 
denominadores das equagoes do sistema A. 

Para resolver o sistema A, e outros da mesma forma, sem 
eliminar os denominadores , recorremos a um m6todo muito simples 
e elegante, ao qual podemos denominar metodo das incognitas 
auxiliares. E’ o que vamos aplicar aos exemplos que se seguem. 

Primeiro exemplo. Resolver 0 seguinte sistema: 

( J. ... -L .1 1 

x V 6 I rm 

S ,4 23 (B) 

x y 6 

Isolando, neste sistema, as fragOes — e — j teremos: 

’ x y 

l 4 + i=A 1 

■ * 1 1 23 (C) 

5X A+4X - - f 

x y 6 

Para resolver o sistema C, recorremos ao seguinte artiflcio 
de cdlculo: fazemos 


x 
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Voltando ao sistema C, e substituindo — por t e — por u, 


teremos: y 

f.+.-ll 

23 } - (E) 

5t + 4tt = -r 
o 

Resolvendo o sistema E, por qualquer dos tres m6todos ja 
aprendidos, acharemos: 

, 1 1 
‘ = ~2 " = ¥ 

Finalmente, voltando As equagOes D, teremos: 


x 


Resposta. | 


x = 2 
y = 3 


Observafao. Quandodois n (micros s2o iguais, seus reciprocos tarabfim 
o sSo. Sendo — — — , o reciproco do — , isto 4, x, ser& igual ao reciproco 
de — , isto 6, 2. 

2i 

Segundo exemplo : Resolver o seguinte sistema: 


L + L _ 

2x 4 y 


Isolando as jracoes — e — -> teremos: 
x y 

4 X 6 X — = ~ 

1 x y 5 

i-x-U|xA = » 

2x4 y 10 
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Fazendo — = t e — = u, teremos: 

x y 


4£ — 6 u = — 
5 

3t 7u 11 

2 + 4 10 


Resolvendo este sistema, acharemos t 


—■ Mas. 
5 


x 


1 1 | Res P° sta ~ { y = 5 } 


Exercicios. Serie IX 


Resolver os seguintes sistemas: 


!.—+—■ 
x y 


— + — = 13 


1 

y 


3. — + — = 11 
x y 


x - 3 _ s- 6 
y + 1 2 / — 2 

x + y-5 _ 3 
x - y+1 


_2 _ _5 _4 

5 ' x 3sr = 27 

1 + 1=11 

4s ?/ 72 

2 4 . 

6. +- + +-= 3 

3x by 


4x 4 
32/ +2 

2s 

4s - 32/ +1 


8 -^T + r+i = 5 

— 1 1- = 12 

s-1 2/ + 1 


Problemas. Serie X 

Os problemas que se seguem deverao ser resolvidos com duas incbgnitas. 
1. Dois operdrios, AeB, podem fazer um movel em 12 dias, trabalhando 
juntos. Mas, ao cabo de 5 dias de trabalho, A fica doente e B, para terminar 
o movel combinado, 4 obrigado a trabalhar mais 21 dias. Em. quantos dias 
cada um destes operdrios, trabalhando s6, faria o mesmo servigo ? 

SoIuq&o. Sejam s e y os dois tempos pedidos. Se A faz o servigo em 

s dias, em 1 dia fan! — ; se B faz o servigo em y dias, em 1 dia fard — • 

x y 

Mas, se os dois, trabalhando juntos, fazem o servigo em 12 dias, conclue-se 
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^rtodTistoT^ 11108 f6it0S P ° r A 6 B ' 6m 1 re P resenta T 2 ^ 

~x + 7 + 12 {1) 


Acontece por&n que, ao cabo de 5 dias, A fica doente e B, para concluir 
o servigo, 4 obrigado a trabalhar mais 21 dias. Donde se conclue que A tra- 

balhou 5 dm e B trabalhou 26 dias. Nestas condigSes, A fez 1 do servi- 
go e B fez — do mesmo servigo, isto 4, 

5 26 

x y v ' 

As equagoes (1) e (2) formam o sistema que 4 necessdrio resolver. 


- o uciicosanu resolver. 

- 4 . T em P re gado ganha por dia (>.$10,00 e comida Mas onandn 

^Cr b $903Vr S O Cr 'f’ 7 ^ Pel f ?? eSma Comida - Ao cabo do lOo’dks, re- 
ceoe or. $903, 75. Quantos dias faltou ao trabalho? 

Ho 8 HJo'o 1 e r B V tl i aba ¥ ndo J ' uritos > fazem um servigo em 15 dias. Ao cabo 
fobriado a A ^ In™ 6 S’ para concluir o trabalho combinado, 

■ ,. . A e trabalhando juntos, constroem uma parede em 7 dias o K 

mais* 7* dias tm"? fV " 6 ?’ Para ^rfpZle, t"bal£ 

truiria a pT.SS ' Um *" ° penSrios ' «. «>».- 

5 ‘ A 6 P constroem uma parede em 40 dias. Entretanto, se A dupli- 
casse a sua atividade, e B tnplicasse a sua, a parede ficaria pronta e m P 15 

parede^ qUantos dlas ’ cada um d &tes operdrios construiria sdzinho a mesma 

00 1 , 6 ‘ Um tan ? ue tem duas torneiras, as quais, abertas simultaneamente 

r?5m?nut e o S s m0 f e “ 36 “ iDUt ? S - Abrem ' se duas tornetrs; ao cabo 

de 15 minutes, fecha-se uma delas, deixa-se a outra aberta e verifica-se que 

S.S'Sff™ ' P T « l “0“” fique cheio Cq*«So 
tempo cada uma das torneiras enchena o tanque? 

ntimeros 4 n6mer ° s . 6 7 e a soma dos reciprocos destes mesmos 

numeros e / 12 . Determinar os dois ndmeros. 

8. Determinar dois numeros sabendo que a soma e a diferenca de seus 

reciprocos sao, respectivamente, % e %. uuerenga ae seus 

9. O quociente de dois numeros 4 0,875. A diferenga dos reciprocos 
d estes mesmos ndmeros 4 Kb- Determinar os dois ndmeros reci P rocos 

, um teatro foram vendidas 300 entradas, por Crjl 250 00 As 

entradas para os adultos custavam Cr.$5,00 e, para os menores Cr S2 50 
Quantas entradas para adultos foram vendidas, e quantas para mLres ? ' 

tar dp L /r 6 Um f eta ? gU J° mede 26m - Se o comprimento aumen- 
e 4m e a largura aumentar de 2m, a 4rea deste retangulo aumentard de 
46 “eteos quadrados. Determinar as duas dimensoes. de 

a ?n lta quantia ' P°sta a render juros em um banco, se eleva a 
Cr.1262 50 em 10 meses, e a Cr.$272,50 em 18 meses. Determinar esta quan- 
tia e a taxa de juros. ^ 
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13. Para construir uma parede, 6 pedreiros e 4 serventes trabalharam 
durante 30 dias. Entretanto, se urn pedreiro fosse substituido por urn ser-- 
vente, a mesma parede seria construida em 32 dias. Em quantos dias 12 
pedreiros fariam este servigo ? 

N.B. Sejam x e y as por goes de trabalbo feitas respectivamente por 
um pedreiro e urn servente, durante um dia. 

14. Um torrador preparou 50kg de cafe, misturando duas' qualidades 
cujos pregos respectivos por kg sao Cr.$2,G0 e Cr.$3,50, e vendeu cada kg desta 
mistura a Cr.$3,20. Determinar quantos kg de caf6 de Cr.$2,60 ele misturou 
com o caf6 de Cr.$3,50. 

15. Um joalheiro tern ouro do titulo de 0,84 e ouro do titulo de 0,92. 
Quantas gramas de cada qualidade deve ligar para fazer uma pulseira com 
50g de peso e cujo titulo seja 0,9? 

Solusao. Sejam x e y as duas porgoes; a pnmeira equagao do problema 

serd: x + y = 50 

A primeira porgao conteni 0,84 de seu pdso, de metal fino, a segunda 
eont6m 0,92; a pulseira contain 0,9. Portanto, a segunda equagSo 6: 

Mx , 92y = 90 X 50 
100 + 100 “ 100 


14. As f6rmulas de Cramer. 3k vimos (§10) que duas 
equagoes simultaneas do primeiro grau, com duas incdgnitaa, 
podem sempre ser reduzidas a seguinte forma: 

j ax + by = c \ . 

| a'x + b'y = o' J 

Yamos resolver 6s te sistema, recorrendo a um dos mdtodos 
conhecidos, por exemplo, ao de eliminagao por comparagao. 


Eliminando y, teremos: 


r c- ax ‘ 

1 

c-by \ 

! v " & 

1 

’ j 

a \ 

| c'-a'x 

| i 
I 

c'-b'y ( 

<s2 

II 

o- 

I 

X a' J 


c — ax _ c -a x 
~~b~~ b' 

be' - ba'x = cb' - ab’x 
ab'x — ba'x — cb' — be' 
x(ab' - ba ') = cb' - be' 

cb' - be' 

X ~ ab' - ba' 


Eliminando x, teremos: 


c — by _ c'—b'y 
a a' 

ca' — ba'y - ac' — ab'y 
ab'y - ba'y = ac' - ca' 
y(ab' — ba') = ac' — ca' 

ac' - ca' 

ab' — ha' 
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Sdo estas as chamadas formulas de Cramer (para o caso 
mais simples de duas equagoes simultaneas do primeiro grau, com duas 
inedgnitas). Elas sao validas, evidentemente, para ab — ab' ^ 0, e 
nos permitem resolver um sistema de duas equagSes simultaneas 
do primeiro grau com duas incognitas, sem recorrer aos tres pro- 
cesses conhecidos de eliminagao. 

Como exemplo, vamos resolver o seguinte sistema: 

f 3x-5y = 2 \ 

\ Ax + 3y = - 3 / 

Antes de aplicar as fdrmulas de Cramer a resolugao d6ste 
sistema, 6 necessario observar que: 

a = + 3 a' = -f- 4 

b = - 5 b' = + 3 

c = + 2 c' = - 3 



Nao e dificil lembrar as formulas de Cramer. Ambas tem o 
mesmo denominador. Para obter de pronto este denominador, 
procede-se do seguinte modo: 

a) Escreve-se ab — ba. 

b) Poe-se uma linha na segunda letra de cada um destes pro- 
dutos, isto e, ah' — ba'. 

Para ter o numerador de x, toma-se o binomio ab' — ba' e 
substituem-se os coeficientes de x, isto e, a e a', pelos terinos 
independentes das incognitas, isto 6 , c e c'. 

Para ter o numerador de y, toma-se o binomio ab' — ba' e 
substituem-se os coeficientes de y, isto 6 , b e b', pelos t6rmos 
independentes das incognitas, isto e, c e c'. 

O bindmio ab' — ba' 6 chamado determm ante do sistema. 


I 


I 

4 

i 

I 

! 

i 

i 

1 

; i 
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Exercicios. Serie XI 

ObservagSo. Antes de apliear as fdrmulas de Cramer aos sistemas que 
se seguem, 6 necessdrio reduzi-los a forma normal. 


Resolver com as formulas de Cramer, os seguintes sistemas: 

1. 20x - 3y = 1 j 3. 2 + y = 7 J 5. 12 + 5 y 
y - 6x = 0 i 2a; + 3y = 17 i 3a; - 3 y 


5. 12 + 5 y — 6x 
3a; - 3 y = 10 


2. 3 x - y = - \ 
x + 1 = y 


4. 4a; = 2 — y 
x = 5 + 2y 


ns ,2 y 26 


8. 0,04a: + 0,3 y = 1 
0,5a; - 0,25 y = 4,5 


J 6. 7 m- n = 2 
j 6m — n — 3 

4x + y = _2 
6 x + y 5 

+ 3 3 

3x + 2y 2 x-y n 

10 2 
x + y = 28 


15. Equagoes simultaneas literals. Podem ser resolvidas 
com o auxllio dos tres m6todos de eliminagao ja estudados, ou 
com as formulas de Cramer. 

Exercicios. Serie XII 

Resolver, por qualquer m6todo, os seguintes sistemas: 


— 22 m 
= 6 m 

1 

1 

1 

I 

4. 

-+f = 2 

a b 

l 

I 

f 

CO 

S?|H 

a 

= 2y 

1 

1 


ay = bx 

I 

! 

Sx 

_ Z y 

1 

1 

5. 

8x + 4 y = 11m 

! 

f 

a 

4 a 


5x — 14 c = -3 y 
3. 3x + 4 y = 6c 


3 y — 4a: = -3 m 

6. 30a; + 42 y = 88a 

3x - y — a 

7. — + y = b + 1 
a 


9. bx + ay = a + b 
ab(x — y) = a 2 — 6 2 

10 . — + — = — 

x y a 


c 4c , 2 / , . Ill 

x + — = a + i = -r 

J b i x y b 

16. Discussao das fdrmulas de Cramer. Ja aprendemos 

(§14) que estas formulas sao as seguintes: 

cb’ — be’ ac’ — ea’ 

X = ab' - ba’ 0 ~ W^-ba’ 
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‘As formulas de Cramer constituem a solugao do sistema A 
(§14); ora, sendo o sistema A, a jonna normal de um sistema de 
duas equagoes simultaneas do primeiro grau, com duas incognitas, 
e constituindo as formulas de Cramer, a solugdo geral deste sistema, 
6 claro que, discutindo estas jormulas, estabeleceremos de um modo 
definitivo, quantas solugoes pode ter o sistema A. 

Primeiro caso. ab' — ba' ^ 0. O numerador de x ou de y 
pode ser igual a zero ou diferente de zero; em qualquer caso, as 
formulas de Cramer dar-nos-ao um valor, e somente um para x, 
assim como um valor, e somente um, para y. fiste valor pode ser 
um numero inteiro ou fracionario, positivo ou negativo, ou nulo. 
Neste caso, o sistema dado tem somente uma solugdo, como ja 
verificamos numerosas vezes; 6 o caso geral. 

Segundo caso. ab' — ba' = 0. Estamos admitindo que o de- 
nominador comum as duas formulas de Cramer, isto 6, o deter- 
minants do sistema, e nulo. 

Suponhamos que o numerador de x, cb' - be', tamb£m e nulo. 
Neste caso, o valor de x 6 -jj-, isto e, indeterminado . Yamos de- 
monstrar que o valor de y e tambem indeterminado. Com efeito, 


ab' - ba' = 0 
ab' = ba' 
ab' _ ba' 
a'b' a'b' 


cb' — be' = 0 
cb' = be' 
cb' _ be' 
b'c' ~ b'c' 




De (1) e (2) deduzi- 
mos que: 


ac — ca . . 


ac 9 — ca 9 - 0 


Portanto, quando o valor de x 6 indeterminado, o valor de 
y tambem 6 indeterminado, e o sistema admite uma injinidade de 
solugoes. E’ um sistema indeterminado. 

Teorema. Quando, num sistema de duas equagoes simultaneas 
do primeiro grau com duas incognitas, os valores de x e y sao in- 
determinados, as duas equagoes nao sao distintas; sao eqiii- 
valemtes. 

Com efeito, desde que 


a b c b , 

— r = - e — — = —rr , podemos escrever: 

a b c b 
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—r — —rr — — 7 - — n . ’ . a = na', b = nb', c — nc' 
a ' b e 

Yoltando ao sistema A, e substituindo os coeficientes a, b e c, s 

respectivamente por na', nb' e nc', resulta : 

( na'x + nb'y = nc' 1 . ( a'x + b'y = c' 1 

\ a'x b'y — c' / ‘ \ a'x + b'y = c' / 

Donde se v6 que as duas equagbes se reduzem, na realidade, a 
uma equagao do primeiro grau com duas inedgnitas, ( § 3) devendo ! 

ter, necess&riamente, uma infinidade de solugoes. 

Terceiro caso. ab' - ba' = 0. Admitimos, como no segundo 
caso, que o determinante do sistema 4 nulo. 

Mas, em lugar de supor que o numerador de x, cb' - be', 
tambdm 4 nulo, vamos supor que 4 diferente de zero, isto 4, 
cb' — be' = n. (um nfimero qualquer nfio nulo) Neste caso, o valor 

Ti 

de x 4 — , isto 6, injinito. Vamos demonstrar que o valor de y 
4 tambdm injinito. Com efeito, 


— ba' 

= 0 

i cb' 

- be' 

9^ 0 

De (1) e 

( 2 ) deduzi- 

ab' 

= ba' 

1 

I 

1 

cb' 

^ be' 

mos que: 

ab' 

ba' 

1 

1 

1 

cb' 

be' 

/ 

a c 


a'b' 

a'b' 

1 

1 

b'c' 

b'c' 

a' ^ c' 

ac' 5 ^ ca' 

a 

hT 

t-H 

^ j rC 
II 

1 

1 

1 

c. 

' ~ 

h 

ac' — ca' 

9* 0 

Ora, 

ac' - ca 

' 4 o 

numerador de y 

; portanto, , quando o va- 


lor de x 6 injinito, o valor de y, sendo da forma ~, 4 tambdm 
injinito, e o sistema 6 impossivel, nao tern solugao. 

Teorema. Quando, num sistema de duas equagoes simultdneas 
do primeiro grau, com duas incognitas, os valores de x e y sao in- 
jinitos, as duas equagoes sao incompativeis. 

Com efeito, desde que 

a b c , b , 

~^T = — e — ~y podemos escrever: 
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a 

b ■ 

I 

C 1 

Naturalmente, m 9 ^ n. 

a' 

= y = m \ 

i 

— = n 1 

c f \ 

i 

Voltando ao sistema A, e 
substituindo os coeficientes a, b 

a 

= ma' 

c — nc r J 

e c, respectivamente por ma', mb' 

b 

= mb' J 

i 

i 

e nc', resulta: 


( ma'x + mb'y = nc' \ 
\ a'x + b'y = c' ) 


h, dividmdo ambos os membros da primeira equag&o por m, 
teremos: . 

| a'x + b'y = — Xc'l 


a'x + b'y = c' 


Ora, 4 evidente que, sendo m n, as duas equagOes sao in- 
compativeis; o.binomio a'x + b'y nao pode ter dois valores di- 
jerentes. 

Em resumo, considerando o sistema (A): 

I. Quando ab' - ba' ^ 0, o sistema admite uma solugao, e 
sdmente uma; 4 o caso geral, mais comum na prdtica. 

II. Quando ab' — ba' = 0 e cb' — be' = 0, o sistema 4 inae- 
terminado, porque admite uma infinidade de solug5es; as duas 
equagSes se reduzem, na realidade, a uma unica equagao, que tan to 
pode ser a primeira, como a segunda. 

III. Quando ab' — ba' = 0 e cb' — be' 0, o sistema 4 im- 
possivel, porque as duas equagoes sao incompativeis. 

O exame dos coeficientes permite determinar, a priori, a 
natureza das solugoes. 

I. Quando — ==—• = o sistema 4 indeterminado, tern 
a b c ’ 

uma infinidade de solug5es. 

tt r\ a a b c |j 

ii. Quando — = — ^ — , o sistema 4 impossivel, nSo tern 

CIOC 

solugao. 

III. Quando — ^ o sistema tem uma solugao unica, 4 um 
sistema determinado. 
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Exercicios. Serie XIII 

1 Dado o sistema / 3x + 2y = 5 \ qual deve ser o valor de a para 
^ 4x + ay — 2 f que o sistema tenha uma solugao ? 


Devemos ter — 9 
4, 


3a 9^ 8 


E o sistema terd uma 


solugao. Si fizermos a = — > resulta: 

/ 3 * + 2, = 5| / 3x + 2y = 5 I 

| 4 x + | = 2 ( ' ’ \ 12x + 8y = 6 / 

E observando que %a — % 7* %, para a = %, as duas equagoes tor- 
nar-se-ao incompativeis, e o sistema nao ter. 4 solugao. 

f ax + 4y — 7 ) f l ua l deve ser o valor de a para 
2 . Dado o sistema . 5a: + 3y = 10 f ( * ue as duas equagoes sejam 


2. Dado o sistema < 5a; + Zv = 10 ( 3 ue as duas equagoes sejam 

v > incompativeis ? 

d 4; 20 

Devemos ter — = 3a = 20 . ’ . a = — 

5 3 20 3 

Com efeito, substituindo a por — » teremos: 

o 

f ^ + 4y = 7 ) / 20a: + 122/ = 21 1 

) ( ' ' \ 5x + Zy = 10 f 

{ 5 x + 3 y = 10 J v ’ 

Neste sistema temos — ; = -77 9^- — ; portanto, as duas equagoes sao 
incompativeis. a 0 c 

( 3x + 2y = lQ\ quais os valores que devemos atri- 

3. Dado o sistema \ 7x + ay — b f ^ ll ' r aos coeficientes a e b, para 

v 1 J > que o sistema sej a indeterminado? 

^ a b c 32 10 

- i a’ b' c’ 7 a b 

3 2. 14 j 3 10 . .70 

7 a ' a 3 1 7 b ■ ' b ~ 3 

Entrando com fetes valores de a e b no sistema dado, teremos: 

! 3x + 2 y = 10 1 ' 

14a/ 70 V / 3X + 2y = 1° \ 

7x + 3 = ¥ J ’ ' \ 21x + Uy = 70 / 

E fete sistema 6 indeterminado, como 6 fdcil verificar. 

. Dado o sistema ( ^ 7 ? = *!! 1 determinar a de modo que o 

— ax + Sy = 6 1 sistema tenha uma solugao. 

N. B. Peitas as operagoes necessdrias, o estudante responded apenas: 
a deve ser dijerente de 


Devemos ter = ¥'• 
5 3 


3a = 20 


= 2 ! | 

= 10 / 


. Dado o sistema 
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5 . Dado o sistema / T t J ^ \ determinar a de modo que o 

j 4x + 7y = 8 j sistema nao tenha solugao. 

6 . Dado 0 sistema / 1* ~ &V = 12 \ determinar a de modo que o 

[ 8 a; - ay = 7 J sistema sej a impossivel. 

7 . Dado o sistema / _* + = 3 \ determinar a de modo que as 

| Sx - by = 4 | equagoes sejam incompativeis. 

8 . Dado o sistema / 8 f ~ = 1 l determinar a de modo que te- 

y ox + 2y = 7 1 nhamos x = oo e y = oo . 

9. Dado o sistema / 3x + % = 10 \ determinar a eh de modo que 

y ax + by — 3 j o sistema seja indeterminado. 

10 . Dado o sistema / ? T f = M determinar a e 6 de modo que 

l 3* + % = b j tenhamos * = 0 ^ e y = 0 _. 

17. Resblugao grafica tias equagoes sinmitaneas. Con- 
sideremos o seguinte sistema : 

/ 2x + 3y = 13 \ 

\ 5x — 2y ■ = 4 / 

file 6 constituido por duas equagoes lineares. Construindo 
os graficos respectivos, como esta indicado na figura, veremos que 


A\ 

y 



4 


N 

7° 



^ 

sM-(2.3) 

9 . 




1 

X’ 

0 t 

A i 
! 

4 \ 

\ X 

i 

c/ 

i 2 

3 4 5 6 

Fig. 7 

a reta AB, grafico da equagao 2x + 3y — 13, e a reta CD, grafico 
da equagao 5x — 2y = 4, se cortam em um ponto M, cujas co- 
ordenadas sao 2 e 3. Se o ponto M esta situado nas duas retas, 
suas coordenadas satisfazem simultdneamente as duas equagoes. 
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Logo, o sistema proposto ficara satisfeito pelos seguintes valores 
das incognitas; : x — 2 e y = 3. 

E lembrando que duas retas so se podem cortar em um ponto, 
conclue-se que existem sdmente um valor para x e urn valor para y, 
que satisjazem simultaneamente as duas equagdes do sistema proposto. 

Prova-se assim graficamente que o sistema A (§14) tem, 
em geral, uma solugao e sdmente uma. 

Regra. Para resolver grd.jicam.ente um sistema de duas equagdes 
lineares com duas incognitas , constroem-se os grdjicos das duas equa- 
gdes. As coordenadas do ponto de inter secgao das duas retas consti- 
tuem a solugao do problema. 


Exercicios. Serie XIV 

Resolver graficamente os seguintes sistemas: 
1. 2x - y <=.? J 3. x - y = 1 


3x + y 
2. x + y 
2 x - y 


2x — 3y = 5 
4. x + V — 3 
x + 2y = 1 


5. x + y T 

x - y ■=» 3 

6. 4s - y = 6 

2x + y = 9 


18. Casos parti culares. Consideremos o seguinte sistema: 

/ 2x ~ 3 V = 4 \ fA ) 

\ 4x - 6y = 8 / 

Se o resolvermos graficamente veremos que as retas que re- 
presentam as duas equagoes se confundem, constituindo uma unica 
reta. Portanto, o sistema A tem uma injinidade de solugoes, porque 
as coordenadas de um ponto qualquer da reta satisfazem simul- 
t&neamente :\s duas equagoes deste sistema. 

Como explicar, interpretar este resultado singular ? 

Observando as duas equagoes, notamos que os coejicientes 
da segunda sao proporcionais aos coejicientes da primeira, isto 6, 
a segunda se deduz da primeira, multiplicando ambos os membros 
desta pelo numero 2. Logo, estas duas equagdes nao sao distintas ; 
s5o equivalentes (§7) e, por conseqiiencia, 6 bastante resolver uma 
delas, por exemplo, a primeira. Mas, neste caso, acharemos para 
x e y uma infinidade de valores. (§3) 

Consideremos o seguinte sistema: 

{ 2L2 \ = It } < B > 
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Resolvendo-o graficamente, outra surpresa nos espera; as 
retas representativas destas equagoes sao paralelas! Portanto, nao 
tem um ponto comum, e o sistema B nao tem solugao. 

Como interpretar este novo resultado singular? 

Multiplicando a primeira equagao do sistema B por 2, teremos: 
/ 2x-2y = 24 ) 

\ 2x-2y = 15 / ^ 

Torna-se evidente que nao 6 possivel determinar para x e y, 
valores que satisfagam simultaneamente as equagoes do sistema C 
e, por conseqiiencia, as equagoes do sistema B. As equag5es deste 
sistema sao incompativeis ou contraditorias. 
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19. Preliminares. Dados dois numeros a e b, se o numero 
a 6 maior que o numero b, podemos caleular a diferenga a - b, 
e o resultado 6 urn numero positivo. No caso contrario, isto 6, 
quando o numero a e menor que o numero b, ainda podemos cal- 
endar a diferenga a — b, mas o resultado 6 um numero negativo. 

Para indicar que o numero a e maior que o numero b, escreve- 
remos : fl > ft 


remos : 


Para indicar que o numero a e menor que o numero b, escreve- 

,s : a < b 


Um numero a e‘ maior que um numero b, quando a 
diferenga a - b e um numero positivo. 

Um numero a e menor que um numero b , quando a 
diferenga a - b e um numero negativo. 

Destas duas definigoes resulta imediatamente que: 

Se a dijerenga entre dois numeros e positiva, o primeiro & maior 
que o segundo. Por exemplo, se m — n > 0, conclue-se que m > n. 

Se a dijerenga entre dois numeros e negativa, o primeiro e menor 
que o segundo. Por exemplo, se m — n < 0, conclue-se que m < n. 

Com estas nogoes preliminares, podemos confirmar certas 
nogbes ja adquiridas. (E.M.T.Y. § 12) 

I. Um numero positivo qualquer e maior que zero. Com 

efeito, 5 > 0, porque 5-0 = 5. 

II. Zero e maior que um numero negativo qualquer. Real- 
mente, 0 > — 7, porque 0 - ( - 7) — 0 + 7 = 7. 

III. De dois numeros negalivo-s quaisquer, o maior e aquele 
cujo valor absoluto e menor. Por exemplo, - 3 > - 5, porque (- 3) 
- ( - 5) = - 3 + 5 = 2. 
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20. Desigualdades. Consideremos as duas expressoes arit- 
m4ticas seguintes: 

7X8+4 e 5X9 +2X3 

Calculando-as, verificaremos que os valores respectivos des- 
tas duas expressoes sao 60 e 51. Ora, sendo 60 > 51, podemos 
escrever: 7 X 8+ 4 > 5 X 9 + 2 X 3 (A) 

5X9 + 2X3<7X8 + 4 , (B) 

Os conjuntos (A) e (B) sao chamados desigualdades. 

Desigualdade e um conjunto constituldo por duas expressoes 
aritmeticas cujos valores sao, dijerentes. 

A expressao que fica a esquerda do sinal > ou < do primeiro 
membro da desigualdade; a que fica a direita do mesmo sinal d 
o segundo membro da desigualdade. 

Consideremos as desigualdades 

3x + 7 ~> 2x + 12 2x — 3 > 9 — x 

Em ambas, o primeiro membro d maior que o segundo; dize- 
mos, em Matematica,. que estas duas desigualdades sao do mesmo 
sentido. Tambem as desigualdades 

5x - 1 < 4x + 9 6a: + 5 < 3.x + 17 

sao do mesmo sentido. Entretanto, as desigualdades 
3x + 7 > 2a: + 12 3 — 2x < x — 9 

sao de sentido contrario. 

21. Inequagoes. Qual 6 o numero inteiro cujo dobro, mais 

7 , 6 maior que 20 ? Traduzindo este problema em linguagem 

algebrica, teremos: 2x + 7 > 20 (A) 

Atribuindo a x, sucessivamente, os valores 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 

8, ^ 9, 10, etc., verificamos facilmente que os valores de z que eon- 
vem a desigualdade A, sao todos os numeros inteiros superiores 
a 6; o numero 6 e os numeros inteiros inferiores a 6,nao convent 
a desigualdade A. Portanto, a desigualdade A e verijicada, e satis- 
jeita, por qualquer numero inteiro, maior que 6. Donde resulta 
que ha uma infinidade de numeros inteiros, cujo dobro, mais 7, 
6 maior que 20; sao os numeros 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,. . . 
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A desigualdade A e chamada inequagao. 

Inequagao e a desigualdade que contem letras e que se verijica 
sdmente para certos e determinados valor es atribuldos a estas mesmas 

letras. 

As letras que jiguram numa inequagdo, e ds quais devemos 
atribuir valores determinados , para que a inequagdo seja verijicada, 
sao chamadas inc6gnitas. 

Raizes de uma inequagdo sao os valores da incognita, que 
verijicam a inequagdo. 

Resolver uma inequagdo 6 determinar as suas raizes. 

22. Teoremas relativos desigualdades. I. Somando o 
mesmo numero a ambos os membros de uma desigualdade, ela nao 
muda de sentido. 

H. { a > b { Por hipdtese a > b 

T. { a -\- m > b + m \ Donde resulta que a-b > 0 

E’ evidente que o primeiro membro desta desigualdade nao 
se altera, somando-lhe e, em seguida, diminuindo-lhe o mesmo 
numero m. Portanto, 

a — b + m — m > 0 

Agrupando os quatro termos, dois a dois, com o auxilio dos 
parfateses, resulta: (a + m) _ (b + m) > 0 

Portanto, (§19) a + m > b + m C.Q.D. 

II. Diminuindo o mesmo numero de ambos os membros de uma 
desigualdade, ela nao muda de sentido. 

H. ^ a > b J Por hipdtese a > b 

T . \a-m>b-m | Donde resulta que a — b > 0 

E’ evidente que o primeiro membro desta desigualdade nao 
se altera, somando-lhe e, em seguida, diminuindo-lhe o mesmo 
ndmero m. Logo, o -& + m- m>0 

Agrupando os quatro termos, dois a dois, com o auxilio doa 
portnteses, resulta: (a _ m) _ _ m ) > 0 

Portanto, ( § 19) a — m>b — m 


C.Q.D. 
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Dos dois teoremas demonstrados resulta o seguinte 
Corolario. Uma inequagdo nao muda de sentido, quando pas- 
samos um t'rmo qualquer, de um para o outro membro da mesma 
inequagdo, contanto-que mudemos o sinal do termo. 
Consideremos a inequagao seguinte: 

3a: - 12 > 2a: + 3 (A) 

Somando 12 a ambos os membros (teorema I) 

3x - 12 + 12 > 2x + 3 + 12 . ■ . 

3a: > 2a: + 3 + 12 

Subtraindo 2a; de ambos os membros desta ultima inequagao 
(teorema II) 

3a: -2a: > 2a: -f 3 + 12 -2a: 

3a; - 2a: > 3 + 12 (B) 

Comparando as inequagoes A e B, obsegvamos que os termos 
- 12 e + 2a: da primeira, passaram respectivamente para o segundo 
e para o primeiro membro da segunda, mas com sinais contrarios. 

Podemos, pois, ao resolver uma inequagao, transpor um termo 
de um para outro membro, tal qual como fazemos com as equagoes. 
Por exemplo, dada a inequagao 

3x - 7 + 2x > 5x + 12 — Qx (C) 

podemos escrever 

3x + 2x + 6x - 5x > 12 + 7 (D) 

E diremos que as inequagoes C e D sao eqiiivalentes. 

III. Midtiplicando ambos os membros de uma desigualdade por 
um mesmo numero positivo e diferente de zero, ela nao muda 
de sentido. 

{ n > 0 r ^ or hipotese • ■ • • a > b 

T .{ an > bn ’ j Donde resulta que a — b> 0 

Multiplicand^ a - b, numero positivo-, por n, que 6 taml+m 
um numero positivo, o produto 6 um mimero positivo. Portanto, 
(a — b)n > 0 . an-bn >0 . \ an > bn C.Q.D. 

IV. Multiplicando ambos os membros de uma desigualdade, por 
um mesmo numero negativo e diferente de zero, ela muda de 
sentido. 
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^' ( « < 0 ! Por hipdtese ... a > b 

T. { an < bn { Donde resulta que a — b > 0 

Multiplicand© a-b, numero positivo, por n, numero negativo, 
o produto e um numero negativo. Portanto, 

(a - b)n <0 . " . an — bn< 0 . ' . an < bn C.Q.D. 

Coroldrio. Quando uma inequagao tern denominadores nu- 
mericos, podemos elimind-los, multiplicando ambos os membros da 
inequagao pelo m. m. c. dos denominadores. 

Na pratica procede-se eomo em relagao as equagoes inteiras, 
com denominadores numericos. Consideremos a inequagao 

4 — 2x 5-3x 

- - — +5* >12-— 

2(4-2.t) + 30x > 72-3(5-3x) 

8 - 4x + 30x > 72 -15 + 9x 
— 4x + 30x — 9x > 72—15 — 8 
l'7x > 49 


Observagao. E’ permitido mudar os sinais de todos [ 
os termos de uma inequagao, contanto-que se rnude o sen- | 
tido da mesma porque, mudar os sinais de todos os ter- i 
mos de uma inequagao, 4 o mesmo que multiplicar | 
os seus membros por — 1. Por exemplo, i 


3x — 7 >42 + 3 
3x - 4x> 3 + 7 
~x > 10 
x < - 10 


V. Dividindo ambos os membros de uma desigualdade por um 
mesmo numero positivo e dijerente de zero, ela nao rnuda de sentido. 

H - ( a S n T. / — > — 

• + « > 0 n 

Por hipdtese a > b 

Donde resulta que . . a — b > 0 

Dividindo a — b, numero positivo, por n, que tambem e um 
numero positivo, o quociente e um numero positivo. Portanto, 


^- 4 >0 

n n 


C.Q.D. 


VI. Dividindo ambos os membros de uma desigualdade por um 
mesmo numero negativo e dijerente de zero, ela muda de sentido. 
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H 1 a > b rp jab 

\ n < 0 r ' \~^ < 

Por hipotese a > b 

Donde resulta que . ! . . a-b > 0 

Dividindo a-b, numero positivo, por n, numero negativo, 
o quociente e negativo. Portanto, 

a b a b 

VII. Somando duas desigualdades do mesmo sentido, resulta 
uma desigualdade do mesmo sentido que as desigualdades dadas. 

H. ( a ^ ^ j Por hipdtese ( a > b 

{ o > d \ * \ c> d 

T. {a-\-c>b-\-d j Donde resulta que f a ~b > 0 

i \ c-d > 0 

Sendo a-b e c-d, numeros positivos, sua soma e tambdm 
um numero positivo; portanto .... 

a-b+c-d >0 . ‘ . (a+c) - (5+d) > 0 . ‘ . a+c > b+d 

. ' C.Q.D. 

Observagao, Entretanto, nao podemos somar desigualdades de sentidos 
contr&ri'os porque, a nao ser no caso de exemplos numericos, nao sabemos 
qual o sentido da desigualdade resultante. Por exemplo: 

11 > 3 \ 12 > 9 \ 6 > 5 ) 

J< _6 /' _5<_8/ 

16 > 9 17 = 17 9 < 13 

VIII. Dadas duas desigualdades de sentidos contrarios, e di- 
minuindo a segunda da primeira, resulta uma desigualdade do 
mesmo sentido que a desigualdade tomada como minuendo. 

w / a > b J f a > b 


T. { a c > b -\- d 


j Por hipdtese ( a > b 

\ c > d 

! Donde resulta que < a ~^ ' 
i \ c-d: 


a > b 
c < d 


Por hipdtese 


Donde resulta que < a . { 

l d ~ 


J . / I J- '-'i iiiw v i/v/ux-i \ 

\ c< d J . * \ c<d 

T. {a — c>b-d J Donde resulta que f a ~b > 0 

i 1 \ d - c > 0 

E, de acordo com o teorema VII, 

a - b+d - c > 0 . ‘ . (a — c) — (b — d) > 0 . . a-c > b-d . 

, C.Q.D. 
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Observa?ao. Entretanto, nao podemos diminuir desigualdades do mesmo 
sentido porque, a nao ser no caso de exemplos num4ricos, nao sabemos qual 
o sentido da desigualdade resultante. [Por exemplo: 

12 > 4 \ 13 > 9 i 11 >91 

5_>2^/ — 5_ >J_/ ~ L>± ) 

7 > 2 8=8 4 < 6 

IX. M ultiplicando duas desigualdades do mesmo sentido, e 
cujos membros sao numeros positivos, resulta uma desigual- 
dade do mesmo sentido que as desigualdades dadas. 


{“ 


{ ac > bd 


j Por hipbtese | ® 

j Donde resulta que | ® 


a > b 
c > d 
a—b> 0 
c — d > 0 


Multiplicando ambos os membros da primeira desigualdade 
por c (numero positivo) e os da segunda por b (numero positivo) 

resulta: / ( a -b)c > 0 \ . ( ac-bc > 0 \ 

. \ ( c-d)b > 0 / • ' \ bc-bd > 0 / 

Somando as duas ultimas (teorema VII), 

ac — be be — bd > 0 . ‘ . ac — bd ~> 0 . . ac > bd 

C.Q.D. 

Observacao. Entretanto, nao podemos multiplicar desigualdades de 
sentidos contrArios ou cujos membros sejam numeros negatives porque, a nao 
ser no caso de exemplos numericos, nao sabemos qual o sentido da desigual- 
dade resultante. Por exemplo: 


7 

>. 

3 \ 

> X 

9 

> 

3 1 

► X 

5 > 

4 

4 

< 

5 J 

4 

< 

12 I 

3 < 

7 

28 

> 

15 


36 

— ~ 



15 < 

28 

4 

> 

-7 j 


4 

> 

~ 7 \ 

i X 

10 > 

-5 

5 

> 

“ 2 } 

> X 

5 

> 

-1 J 

3 > 

-6 

20 

> 

14 


20 

< 

21 


30 = 

30 

+7 

> 

~ 3 1 


+6 

> 

-9 ) 


+2 > 

-5 

-5 

< 

+4 j 

\ x 

-3 

< 

±? J 

}■ x 

-3 < 

+4 

-35 

< 

-12 


-18 

= 

-18 


-6 > 

-20 


Primeiro corolario. Multiplicando tres ou ?nais desigualda- 
des do mesmo sentido, e cujos membros sdo numeros positivos, resulta 
uma desigualdade do mesmo sentido que as desigualdades dadas. 
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a > b 
c > d 
m > n 
r > s 


{ acmr > bdns 


Com efeito, 


/ a > b \ 

\ c> d f 
( ac > bd 1 
\ m > n / 
/ acm > bdn 
\ r > s 


ac > bd 


acm > bdn 




acmr > bdns C.Q.D. 


Segundo corol&rio. Elevando ambos os membros de uma 
desigualdade, cujos membros sdo numeros positivos, a uma mesma 
potencia, resulta uma desigualdade do mesmo sentido que a desigual- 
dade dada. 

H. { a > b T. { a n > b n 

Com efeito, repetindo a desigualdade a > b, n vezes, e multi- 
plicando, teremos, de acordo com o primeiro corolario: 

a > b ) I Observafao. Entretanto, se os 

a > • [ membros da desigualdade sao nega- 


a > b 


a > b 


n vezes 


’. a n > b n 
C.Q.D. 


Observa?ao. Entretanto, se os 
membros da desigualdade sao nega- 
tives, as desigualdades resultantes 
serao ou nao serao do mesmo sentido 
que a desigualdade dada. Por exem- 
plo, 

-2 > - 5 (1) 


Elevando & segunda potencia. .... 4 < 25 

Elevando k terceira potencia -8 >-125 

Elevando a quarta potencia 16< 625 

Elevando & quinta potencia — 32 > — 3 125 

E assim por diante. A conclusao 6 fdcil de tirar; as potencias de grau 
par, de ambos os membros da desigualdade (1) formam uma desigualdade de 
sentido contrdrio ao desta desigualdade; as de grau impar formam uma de- 
sigualdade do mesmo sentido. 

Se os dois membros da desigualdade tern sinais contrdrios, e queremos 
elevd-los a uma mesma potencia, nao sabemos qual o sentido da desigualdade 
resultante, a nao ser no caso de exemplos numericos. Por exemplo, 

5 > - 7 Elevando ao quadrado 25 < 49 

— 4< 4 Elevando ao quadrado 16 = 16 

4 > — 3 Elevando ao quadrado 16 > 9 

X. Dadas duas desigualdades de sentidos contrarios, cujos 
membros sao numeros positivos, e dividindo a primeira pela 
segunda, resulta uma desigualdade do mesmo sentido que a desigual- 
dade tomada como dividendo. 
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a > b 
c < d 


Por hipdtese 


a > b 
c < d 


T. / — > ~ j Donde resulta que [ a , > ^ 

l c d ! \ d > c 

E, de acdrdo com o teorema IX: ad > be 

Dividindo ambos os membros desta ultima desigualdade por cd 
(teorema V), resulta: 

ad be - a b 

> Id ' ' ~ > ~d C -Q- D - 

Observagao. Entretanto, nao podemos dividir desigualdades do mesmo 
Bentido, ou cujos membros sejam mimeros negativos, porque, a nao ser no 
caso de exemplos numerieos, nao sabemos qual o sentido da desigualdade 
resultante. Beixamos aos estudantes o prazer de fazerem esta verificagao. 

23. A radiciagao nas desigualdades. Sendo n um numero 
qualquer, positivo ou negativo, n 2 e um numero positivo. Portanto, 
V n 2 = + n. Um nu mero negativo nao tern raiz quadrada real 
(§56); com efeito, V - n 2 nao pode ser -f n, porque o quadrado 
de + n e + n 2 , e tambem nao pode ser — n, porque o quadrado 
de —n 6 + n 2 . A raiz quadrada de um numero negativo e o 
que se chama, em Matematiea, um numero imagindrio, por opo- 
sigao aos numeros reais, isto 6, os positivos, os negativos e o zero. 

Consideremos agora a desigualdade seguinte: 

16 < 25 

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros teremos 
4 < 5. 

Suponhamos, porem, que ambos os membros da desigualdade 
dada sao negativos; por exemplo: 

- 36 > - 49 

Neste caso, devemos multiplicar ambos os membros da de- 
sigualdade, por - 1, para, em seguida, extrair a raiz quadrada. 

- 36 > - 49 . • . 36 < 49 . ’ . 6 < 7 

Observayao. Ao extrair a raiz de ambos os membros desta desigualdade, 
'-tomdmos em consitieragao, somente, a raiz positiva. Beixamos de analisar. 
por enquanto, o caso das raizes de indite superior ao segundo. 

Observemos tambem que, se um dos membros da desigualdade e posi- 
tive, e o outro negativo, nao 6 possivel extrair a raiz quadrada de ambos os 
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membros da desigualdade. Se fosse possivel, de a 2 > - b 2 , deduzirlamos 
a •> V - b 2 , isto e, uma comparagao entre um numero real e um numero ima- 
gindrio, (§56) o que 6 um absurdo. 

Exercicios teoricos. Serie XV 

1. Demonstrar que, sendo a b, a 2 + b 2 > 2 ab. 

A diferenga a-b pode ser positiva ou negativa, mas o quadrado 
de a — b e um numero essencialmente positivo ; portanto, 

(a - b) 2 > 0 

Desenvolvendo a 2 - 2 ab + b 2 > 0 

Passando 2 ab para o 2.° membro . ... a 2 + b 2 > 2 ab 

2. Demonstrar que,- sendo a > b > 0 , a 2 b 2 > ab.. 
Consideremos -o trinomio a 2 + b 2 — ab, ao qual podemos dar 

a forma a(a — b) + b 2 . Esta expressao binomia e uma soma de dois 
numeros positivos; logo, 

o(a — b) + b 2 > 0 . ' . a 2 - ab + b 2 > 0 . ' . a 2 + 6 2 > ab 

3. Demonstrar. que a media aritmetica de dois numeros posi- 
tivos e diferentes e maior que- a media gcometrica dos mesmos. 

Sejam a e b dois numeros positivos quaisquer e diferentes; sua 

media aritmetica e - - -- - eageometricaeVob. (E.M.S.V. §§60 e61) 


media aritmetica e — e a geometrica e V c 
Vamos demonstrar que — > V ab 


Com efeito ; (a — b) 2 > 0 

Desenvolvendo a 2 — 2 ab ~b b 2 > 0 

Somando 4ab a ambos os membros a 2 -2ab+b 2 +4ab > 4 ab 

Reduzindo a 2 -f- 2 ab -f- b 2 > 4 ab . ' . 

(a + b ) 2 > 4 ab 

Extraindo a raiz quadrada .... a + b > \ lab (E.M.T.V. § 36) 


Dividindo por 2 


a -±±>TjVb 


Observagao. Se os dois numeros sao iguais, a media arit- 
metica 6 igual a media geometrica. Com efeito, supondo b — a. 
teremos: 

a + b a + a /— /-r- 

— “ — — — — — = a V ab — V ar — a 

Z Z 
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4. Demonstrar que a 2 +b 2 +c 2 > ab+ac+bc. (a ^ b ou a ^ c) 
(Lembrar que a 2 + 6 2 > 2 ab, a 2 + c 2 > 2 ac, etc..) 

5. Dois numeros sao reciprocos quando seu produto 6 

igual 1. Por exemplo, — e -g- sao numeros reciprocos porque 

4 ^ — Convidamos os estudantes a demonstrarem que a 

soma de dois numeros reciprocos 6 maior que 2, isto 6 — + ~ > 2. 
(Lembrar que a 2 + b 2 > 2 ab, etc..) ^ a 


6. Sendo a e b numeros positivos e diferentes, demonstrar 
que a 3 + 6 3 > a 25 _|_ afo 2 

ObservasSo. Um dos mStodps para demonstrar desigualdades, € aceitd- 
las como verdadeiras e, em seguida, submetS-las a transformagoes corretas, 
ate cnegar a uma desigualdade evidente, por exemplo (a - b) 2 > 0 E’ o mdtodo 
que os estudantes devem adotar em relagao a este exercfcio, eomecando pela 
tatoragao dos dois membros da desigualdade. 

7 . Sendo a e b numeros positivos e diferentes, demonstrar 
que a + 3 b 2 > 2b(a + b). (Mdtodo indicado no 6.° exercfcio.) 

8. Dadas as fragoes — gp — e — - — - nas quais a e b sao 

Z a + b 

numeros positivos e diferentes, dizer qual e'a maior das duas. 

(Experimente o estudante as tres hipdteses, isto 6, suponha a 1.® fracao 
igual a 2.“, maior que a 2.®, e menor que a 2.®, e responded a pergunta se- 
guindo sempre o m6todo indicado no 6.° exercfcio. 


9. Dadas as expressoes >/t + e V a + V b, i 


nas quais 


a e 6 sao numeros positivos e diferentes, dizer qual e a maior 
das duas. (Elevar ao quadrado, etc..) ^ 


24. Resolugao das inequagoes. As inequagoes (§21) po- 
dem ser do primeiro grau, do segundo, etc., como as equagoes. 
rambem podem ser com uma ou duas ou mais incognitas. Podem 
ser tambem inteiras ou fracionarias, numericas ou literais, etc.. 

Comegaremos pela inequagao do primeiro grau com uma in- 
cdgnita. Esta inequagao, depois de completamente simplificada, 
se reduz sempre a uma das seguintes formas normais: 


ax > b 



i 

ax < b 

I 


X < 


b 

a 
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Observagao. O coeficiente a e sempre positivo porque, no caso contrkrio, 
multiplicamos os dois membros da desigualdade por - 1, mudando assim o sen- 
tido da desigualdade. 

Se resultar x > — -> isto quer dizer que os valores de x que 
verijicam, que satis] azem a inequagao dada, devem ser superiores 

res a portanto, — e o limite inferior dos valores de x." 

cl 51 


Se resultar x < » isto quer dizer que os valores de x que 

cl 

verijicam, que satis] azem a inequagao dada, devem ser injerio- 

, b b 

res a — portanto, — e o limite superior dos valores de x. 

d b a 

Fazendo x , teremos a raiz da equagao ax = b. 
Exercicios. Serie XVI (*) 

, ■ Determinar um nbmero inteiro e positivo, cuja metade, aumentada 

de 3, seja maior que a terga parte do mesmo ntimero, aumentada de 5. 

Designando por x o nfimero pedido, e traduzindo o problema em lin- 
guagem algebrica, teremos: 

y + 3 > | + 5 (A) 


Eliminando os denominadores 3x + 18 > 2x + 30 

Transpondo 3x - 2x > 30 - 18 

Reduzmdo x 12 

Resposta. 0 limite inferior dos valores de x e 12; portanto, os numeros 
inteiros que satisfazem ao problema sao 13, 14, 15, 16 . eo. 

Observagao. Para x = 12, o primeiro membro da inequagao A se torna 

identico ao segundo; portanto, 12 6 a raiz da equagao + 3 = -^- + 5. 

AMs, a resolugao da inequagao d an&loga a da equagao. Com efeito, 


x x 

Y+ 3>- + 5 

3x + 18 > 2x + 30 
3x - 2x >30 - 18 
x >12 


-|+ 3=-|+5 

3x + 18 = 2x + 30 
3x - 2x = 30 - 18 
a; = 12 


■j' triplo da idade de Antonio, menos 8, e maior que a quinta parte da 
sua idade, mais 20. Qual e a idade de Antonio? 

3. Carlos e Raul receberam 100 moedas de Cr.$l,00 e repartiram-nas de 
modo tal que a diferenga entre a metade das moedas de Carlos, e um tergo 
c as mo edas de Raul, 6 maior que 10. Quantas moedas recebeu cada um ? 

(*) Convdm ler a Nota da pdg. 271 
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4. Um primeiro ano ginasial misto tem 80 alunos. Determinar o numero 
de meninos, sabendo que este numero e divisivel por 5 e por 11, e que a metade 
do numero de meninos 6 maior que a terga parte do numero de meninas. 

5. Tenho livros escritos em portugues e francos, ao todo 200 volumes. 

A metade mais a terga parte dos livros escritos em portugues e menor que 
a quarta parte dos livros escritos em trances. Quantos sao os livros pscritos 
em trances, e quantos em portugues ? ' 

Resolver as inequagoes seguintes: 


6. 7x - 4 < 5x +.2 


7. 10 - 3x < 20 - 5x 

o 2x , J_ 3x 
8 - 3" +¥>-5 +3 

10. 5(a; - 3) < 6(2x4-l) 
3(*-l) 5(2 -x) 


3 V 


15. 3(2x+l) >2(1 - 3x) 


5x< 8 


18 .|- 


X 1 
12 >¥“ 3:c 
x 2 3x 

¥ ^ ¥ “ T 


■*T + f + T>*-' 


2(1- a;) 3(1 -2a;) - 5(2 -3x) 


x— 1 x — 2 x — 3^,x — ‘ 
~2 3 T < ~5~ 


; - 5 i 5 - x 2 - x ^ 3x 3 - 5x 

6 | ~~2 3~ > 10 5“ 


25. Inequagoes simultaneas do primeiro grau com uma 
incognita. Para compreender este assunto, e conveniente resolver 
os tres problemas que se seguem. 

I. Tenho laranjas. Metade delas, mais 2, e maior que um 
ter go delas, mais 3; entretanio, metade delas, mais 1, e menor que 
a quarta parte delas, mais 2. Quantas laranjas tenho? 

Traduzindo este problema em linguagem algebrica, resulta: 
x x [ Estas duas inequagoes sao simulta- 

— +2 > — +3 i neas , porque resultam de um mesmo pro- 

, a \ i blema. Portanto, os valores de x que veri- 
x x ! jicareni a primeiro,, deverao verificar 

— + 1 < —+2 | tambem a segunda, 

! Resolvendo-as, teremos: 

/ 3m+12 > 2x-H8 \ . / x > 6 \ 

\ 2x+ 4 < x+ 8 / ' • \ x < 4 / ' 


- + 1 < 
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Portanto, para que x verifique, ao mesmo tempo, as duas 
inequagoes do sistema A, e necessdrio que seja maior que 6 e menor 
que 4, o que e, evidentemente, irnpossivel. Para a primeira ine- 
quagao do sistema A, o limite inferior dos valores de x e 6 ; para 
a segunda inequagao do mesmo sistema, o limite superior dos va- 
lores de x e 4. Estes dois limites sao contraditorios. Logo, as 
duas inequagoes que constituent o sistema A. sao incompativeis, 
o sisterna nao tem solugao e, portanto, o problema tambdm nao 
tem solugao. 

II. Tenho laranjas. Metade delas, mais 2, e menor que um 
ter go delas, mais 3; entretanio, metade delas, mais 1, e maior que 
a quarta parte delas, mais 2. Quantas laranjas tenho t 

Traduzindo 6 ste problema em linguagem algebrica, teremos: 
' x x ! Estas duas inequagoes sao 

• 77 ; + 2 < — -j- 3 j simultaneas, porque resultam de 

, ’ j um mesmo problema. Portanto, os 


x x < * 1 valores de x que verificarem a pri- 

~2 1 ^ "> ¥" 1 ^ 1 me ^ ra > deverao verificar tam- 

| ben.i a segunda. 

Resolvendo-as, teremos: 

/ 3x + 12 < 2:r T 18 \ . j x. < 6 1 

\ 2x + 4 > x + 8 / \ x > 4 J 

Agora os limites nao sao contraditorios, e x devendo ser um 

numero inteiro maior que 4 e menor que 6, teremos x = 5. E 
as duas inequagoes que constituem o sistema B sao ehamadas 
compativeis. 

HI* Tenho laranjas. Metade delas, menos 3, e maior que a 
terga parte delas, mais 2; metade delas, menos 5, e maior que a t&rga 
parte delas, menos 2. Quantas laranjas tenho ? 

Traduzindo este problema em linguagem algebrica,- teremos: 
' x x * Estas duas inequagoes sao simulta- 

7, 3 > + 2 , neas, porque resultam de um mesmo pro - 

j blema. Portanto, os valores de x que veri- 
x x ! f^ carem a primeira, deverao verificar 

2 1 tambem a segunda. 

i Resolvendo-as, teremos: 

/ 3:c 18 > 2x {- 12 j / x > 30 \ 

\ 3® -30 > 2x -12 / • \ x > 18 / 


-3 > 
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Portanto, para que x verifique, ao mesmo tempo, as duas 
inequagoes, e necess&rio que seja maior que 30 e maior que 18; 
os 4ois limites nao sao contraditdrios, e 6 evidente que, sendo x 
maior que 30, verificara as duas inequagoes do sistema B. 

Portanto, tenho 31, 32, 33, 34, 35... laranjas. 

As duas inequagoes que constituem o sistema C sao tam- 
bdm compativeis, e o limite injerior dos valores de x, que veri- 
jicam as duas inequagoes, e 30. 



Exercicios. S6rie XVII 

1. Determinar um ntimero inteiro, cuja metade mais 2 seja maior que a 
tdrga parte mais 3, e cuja metade menos 4 seja menor que a terga parte menos 2. 

2. Vejo can&rios; a metade mais 2 6 maior que a terga parte mais 3; 
entretanto, a metade mais um,' e menor que a terga parte mais 2. Quantos 
sao os cari&rios? 

Determinar os valores inteiros de x que verificam os sistemas seguintes: 


3. 5(2x+l) < a;+6 
4(x+3) > 2x-9 

x x x 

4 - T~T +T <X - 4 

X , X 

X> -2 + T~ 1 

r 2 x - 1 2 - 3x 

' 3 2~ < ~T~ 

x-2 2-x 

-3 > ~B~ 


7. x — 5 > 3(2 — 3x) 
5(2x— 1) < 2(x— 7) 


8. 5(x+3) — — < 9x 

O 


x 1 -x 


< 7x + 2 


„ 2x- 1 3x — 4 , 

9 . — ■>— + * 

5x + 3 3x 

— >T 


x — 1 x-2 

!0. — > — 

x - 4 ^ x - 5 

3 2 


26. Inequagoes simultaneas do primeiro grau com duas 
incognitas. 0 caso de uma inequagao do primeiro grau com duas 
incdgnitas nao oferece dificuldade. 

Por exemplo, dada a inequagao 

3x — 2y>5 


atribufmos a x (ou a y ) um valor qualquer e, em seguida, calcula- 
mos os valores resultantes para y (ou x ). 

0 problema se torna interessante, quando se trata de resolver 
duas inequagoes simultaneas do primeiro grau com duas incognitas. 
Consideremos o seguinte sistema: 
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( 3x - y > 5 
\ x-2y < 7 



r . 5 + y 

3 (B) 

x < 7+2 y 


0 metodo mais simples para resolver o sistema A, e o que 
vamos expor. Tiramos o valor de x, das duas inequagoes do 
sistema A, formando com eles o sistema B. 

De acordo com o sistema B, o limite superior dos valores 


de x e 7 + 2 y, e o limite injerior, e 


5+ y 
3 


Logo, nao podemos dar 


a y, no sistema B, um valor qualquer; este valor deve ser tal 
que 7 + 2 y, limite superior dos valores de x, seja maior que 


5 + y 

3 ’ 


limite inferior dos valores de x. 


Portanto, os valores quaisquer que vamos dar a y, no 'sis- 
tema B, ficam subordinados a nova inequagao que se. segue: 


7+2 y > (C) 


Resolvendo esta inequagao, achare- 
. 16 
mos y > - -g • 


Voltando ao sistema B, fagamos y = 1; resultara x > 2 e 
x < 9. Portanto, para y = 1, os valores inteiros de x, que veri- 
ficam as inequagoes do sistema A, sao 3, 4, 5, 6, 7 e 8. E o sistema 
A tera, portanto, em numeros inteiros e positivos, as solugoes 
seguintes: 3 e 1, 4 e 1, 5 e 1, 6 e 1, 7 e 1, 8 e 1. 

a 7 

Voltando ao sistema B, fagamos y — 2; resultara x > — e 

x <11. E teremos, em numeros inteiros e positivos, um novo 
grupo de solugoes para o sistema A, a saber: 3 e 2, 4 e 2, 5 e 2, 
6 e 2 ...... 10 e 2. 


Podemos pois estabelecer a seguinte 

Regra. Para resolver um sistema, A, constituido por duas 
inequagoes simultaneas do primeiro grau, com duas incognitas, 
tiramos o valor de x das duas inequagoes; com os dois limites assim 
obtidos jormamos um novo sistema, B, e uma inequagao, C. Em 
seguida, resolvemos esta inequagao. Dando um valor conveniente a y, 
is to e, de acordo com a inequagao C, o sistema B nos dird quais 
os valores convenientes para x. Com o valor dado a y, na inequagao C, 
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e cada um dos valores de x, dado pel.o si-sterna B, Jormaremos um 
grupo c!e solugoes do sistema A. E jazendo variar y, sempre 
de aC’Oi do com a tneq iiar^d o 0, obtercmos innii Hifimdudlc cic grupos 
de solugoes do sistema A. 

Exercicio. Q unis sao os nurnevos inteiros e positivos que 
satis] dzem o sistema A ? 


3x + 2 y > 30 \ , 

4x - 3 y < -20 / 1 ; 


3y - 20 _ 30-2 y 
4 . > 3 


30-2 y 


3?/ -30 


y > io 


De ac6rdo com as inequagoes DeB, teremos: 


I 

2/ = lD 


x > 2- 


x < 3- 


II / x 

i — 12 \ x 


III 

y= 13 


IY 

y =44 


X > 1 - 


„ 3 

x < 4— 
4 


x < 5- 


V 

y = 15 


YI 

y = 16 


x > 0 


x < 6- 


E assim por diante. Portanto, as solugoes, em mimeros in- 
teiros e positivos, do sistema A, sao: 

(I) 3 e ll; (II) 3 e 12; (III) 2 e 13, 3 e 13, 4 e 13; (IV) 1 e 
14, 2 e 14, 3 e 14, 4 e 14, 5 e 14; (V) 1 e 15, 2 e 15, 3 e 15, 
4 e 15, 5 e 15, 6 e 15; (VI) 0 e 16, 1 e 16, 2 e 16, 3 e 16, 
4 e 16, 5 e 16, 6 e 16, etc.. 

Do exposto se ve que e faeil determinar mais solugoes do 
sistema A, solugoes estas cujo niimero e infinito. 

27. Um artificio de calculo. Consideremos a inequagao 
seguinte: ' x _ 3 

~2 >0 W 
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Nao podemos multiplicar ambos os membros desta 
inequagao por x - 2, ajim de eliminar o denominador. Com 
efeito, se o binomio x- 2 con tern uma incognita, nao sabemos 
qual o sinal deste binomio e, por conseqiieneia, qual o sentido da 
inequagao que resultara, se multiplicarmos ambos os membros da 
inequagao A por x-2. ( § 22, III e IV) 

Recorremos entao ao seguinte artificio: multiplicamos ambos 
os membros da inequagao A por (x — 2) 2 , quantidade essencialmente 
positiva, e divisivel por x-2. E resulta: 

(x - 3)(x — 2)( x — 2) 

^^2 ~ >0 (*-3)(*-2) > 0 (B) 

Agora vamos resolver a desigualdade B. Os valores de x 
clevem ser tais que o produto (x - 3)(x - 2) seja positivo. Mas 
Sste produto e constituido por dois fatores e, para que um produto 
de dois fatores seja positivo e necessario e suficiente que: 

a) os dois jatores sejam positivos. 

b) os dois Jatores sejam negativos. 

Entao a inequagao B se desdobra em dois sistemas, a saber: 

-/ x — 3 > 0 \ . i / x-3 < 0 \ 

\ x-2 > 0 / • ' { \ x-2 < 0 / • • 

\z>2 / • X O \ y x K 2 f ■ ■ x< 

Portanto, a inequagao A sera verificada por qualquer numero 
maior que 3 ou menor que 2. 

Exercicio I. Resolver a inequagao x 2 -f- 5x — 24 > 0. 

Embora esta inequagao seja do segundo grau, ja temos re- 
cursos para resolve-la. (E.M.T.V. § 56, V) Fatorando o l.° membro 
teremos: 

(x + 8)(x - 3) > 0 


I x+8 > 0 1 

\ x-3 > 0 / 

[ x > -8 \ 

1 x > 3 f 


x > 3 


x+8 < 
x-3 < 

x < - 8 
x < 3 


2} 

}••• 


x < -8 


Resposta. A inequagao dada e verificada para qualquer valor 
de x maior que 3 ou menor que — 8. 
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2x 4- 5 

Exerclcio II. Resolver a inequagao H 2 > 0. 

•C 1 


Somando — 

Multiplicando por ( x — l) 2 


2x + 5 + 2x-2 . 4x + 3 

x-1 ' ' x — 1 


(4x + 3) (x — l) 2 


Simplificando (4x + 3)(x — 1) > 0 

Desdobrando ( 4X + ?Jnl 0U ( 4:C + ?Jn) 

\ x — 1 > 0 j ( x — 1 < 0 J 


x > - 


X > 1 


x < ~T 


X <. 1 


Resposta. Na inequagao dada, x pode receber qualquer valor 

i 3 

maior que 1 ou menor que — -£■ 

Exerclcios. Serie XVIII 

Determinar os valores inteiros e positivos de x, que verificam as ine- 


quagoes seguintes: 

! 4. “f—j > 0 

x + 3 

x + 1 


2. X ~l>0 

x — 2 

i 5.f + 2 >0 

t 2x — 3 

| 

| 8 -z-10 <0 

7 j 


| ^>» 


i 

i, 


10. + 3 > 0 
x - 5 

11. - 5 > 0 
x - 4 


x — 3 

12. — \ - 2 < 0 
x - 6 

13 -ir?i + 3<0 


14. x 2 + 9x + 14 > 0 j 15. x 2 -f- lOx + 21 < 0 | 16. x s + 3x - 28 < 0 

I • 
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28. Observagoes preliminares. Consideremos o problema 
seguinte: 

Mogos e mogas estao realizando urn convescote. Sao ao todo 
43 pessoas, e a dijerenga entre o numero de moqos e o de mogas e 11. 
Quantos sao os moqos e quantas sao as mogas f 

Observa?ao. Preliminarmente, a classe resolver^ este problema pela 
Aritmetica e ficard sabendo que os rnogos sao 27, e as mogas, 16. 

Em primeiro lugar, e necessario observar que o numero de 
mogos, assim como o de mogas, nao pode ser qualquer. Se dis- 
sermos que os mogos sao 25 e as mogas 18, o numero total de 
mogos^e mogas sera 43, como o exige o problema; mas a diferenga 
entre estes dois numeros e 7, nao ell; ora, o problema proposto 
exige que esta diferenga seja 11 e nao 7. Em resumo, o numero 
de mogos e o de mogas devem preencher, de acordo com o pro- 
blema proposto, duas condiqoes distintas: 

a) primeira condigao : sua soma deve ser 43. 

b) segunda eondigao : sua dijerenga deve ser 11.' 

Mas o estudante nao perde tempo em examinar estas duas 
condigoes e vai logo dizendo que os mogos sao x e as mogas, 43 - x, 
em virtude da primeira eondigao. Chegando, porem, a este ponto, 
6 comum, entre os principiantes, o erro seguinte: 


Se os mogos sao x, as mogas 43 - x, e a soma 43, conclue-se que : 


x + (43 -x) = 43 
x + 43 - x =43 
x — x = 43 - 43 


E ficam perplexos. Onde esta x? per- 
guntam eles. E desanimam, achando que 
o problema e dificil! 


^ i Observemos, em primeiro lugar, que 

eles nao souberam resolver a equagao que armaram; esta deveria 
ser resolvida assim: 


: : 


' r 

i 

I 

i 

-j 

i 

i 

i! 

U 

il 

i 

I 

ii 
i 

f 

1 

i 
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x _|_ (43 _ x ) = 43 J Chegamos assim a equagao Ox = 0. 

x -j- 43 — x — 43 i Ora, neste caso particular, a raiz da equa- 

x — x = 43 — 43 ! gao e um numero qualquer. Com efei- 

0x = 0 i to, seja qual for o valor de x, teremos sempre 

j 0 X x = 0. 

Portanto, a equagao Ox = 0 e indeterminada (E.M.T.V. § 76, 

4 » hip6tese) e podemos atribuir a x um valor qualquer. 

Entao o senhor conclue que o numero de mogos e qualquer ?! 

pergunta um estudante ao professor. 

Nao, nao e qualquer. Yamos resolver este problema como 

deve ser resolvido. A primeira condigao serviu para dizer, de um 

modo provisorio, quantos sao os mogos e quantas sao as mogas. 

Feito isto, para armar a equagao, e necessario recorrer a uma outra 

condigao qualquer e que, no nosso caso, e a segunda. E escreve- 

remos: ^ , , 

i Portanto, sendo x o numero de mogos 

x — (43 — x) = 1 1 j e 43 - x , o de mogas, segue-se que os 

x — 43 + x — llj mo gos sao 27 e as mogas 43 — 27, isto d, 16. 

2+ x = ll+43, Para por um problema em equagao, e 

2x = 54 j necessario prestar muita atengao ao se- 

x = ^7 j g U i n te: 

Para resolver com uma equagao, um problema que tern 
duas incdgnitas, estas devem preencher duas condigoes distin- 
tas ; entao recorremos a uma destas condigoes para dizer, de um 
modo provisorio, qual o valor de cada uma das incognitas, e depois 
recorremos a outra condigao para armar a equagao. 

Voltando ao nosso problema, podemos recorrer a segunda 
condigao para dizer qual o valor provisorio de cada uma das in- 
cdgnitas: os mogos sao x e as mogas, sao x — 11. Entao recor- 
x _|_ (+ _ jq) _ 43 i remos a primeira condigao para armar a 

x+ x - 11 = 43 | equagao. 

x + x = 43 + 1 1 i Portanto, sendo x o numero de mogos 

2x = 54 I e x — 11 o de mogas, segue-se que os mogos 

x — 27 1 sao 27 e as mogas 27 - 11, isto d, 16. 

29. Problemas do primeiro grau com uma incognita. 
Em um problema qualquer figuram sempre quantidades conheci- 
das e quantidades desconhecidas; as primeiras sao chamadas os 
dados do problema, e as segundas, as incognitas. Entre os dados e 


x + x — 1 1 = 43 > 
x + x = 43 + 11 j 
2x = 54 

x = 27 1 
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as incdgnitas ha certas relag oes mencionadas no problema; cha- 
ma-se enunciado do problema, a tradugao, em linguagem vulgar, 
das relagoes existentes entre os dados e as incognitas que fi- 
guram no mesmo problema. 

A resolugao algebrica de um problema se divide em tres 
partes, distintas e sucessivas: 

a) Por o problema em equagao. 

b) Resolver a equagao ( ou as equagoes). 

c) Inter pretar as raizes (ou as solugoes ). 

A^ primeira parte e a mais dificil, nao havendo regras gerais 
para esse fim. Aprendemos a por um problema em equagao, 
fazendo numerosos exerclcios. 

Entretanto, em muitos problemas, a questao se simplifica, 
obedecendo a regra estabelecida por Newton, para por um pro- 
blema em equagao: * ., 

Representam-se as incognitas por x, y, z , ... e se escrevem, em 
linguagem algebrica, isto e, com os simbolos algebricos, as relagdes 
existentes entre as incognitas e os dados do problema. 

: Conforme o numero de incdgnitas, o problema sera com 

uma, duas, tr6s, n incdgnitas. 

30. Resolugao de alguns problemas. I. A metade de um 
numero, aumentada de 10, e igual a quinta parte do mesmo numero 
aumentada de 34. Qual e o numero f 

Na resolugao deste problema nao ha dificuldade, quer para 
escolher^ a incognita, quer para armar a equagao. O numero. 
pedido e x, e traduzindo o enunciado do problema em linguagem 
algebrica, teremos: 

'1q + 10 = — + 34 . ' . x = 80 

O numero pedido e 80. Observemos que a equagao resul- 
tan te do problema dado e do primeiro grau; diremos entao que 
o problema e do primeiro grau, porque a equagao necessaria para 
resolve-lo e do primeiro grau. 

Um pai tem 30 anos e seu filho, 2. Quantos anos deverao 
decorrer para que a idade do pai seja igual a 8 vezes a do filho f 

Este problema tambem se resolve facilmente. Tomando como 
incdgnita o numero de anos que deverao decorrer para que a idade 
do pai seja igual a 8 vezes a do filho, diremos: 
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Deverao decorrer x anos; entdo o pai tera 30+x, o jilho terd 
2-f x e, de acordo com o enunciado do problema, 

30 + x — 8(2 + x) 

E esta armada a equagao; resolvendo-a, acharemos x — 2, 
isto 6, deverao decorrer 2 anos para que a idade do pai seja igual 

a 8 vezes a do filho. 2 . , 

III. Determinar uma jragao igual aye cuja soma dos 

termos seja igual a 80. 2 

Qual 6 a incognita? A fragao — e irredutivel; portanto, pa- 
ra determinar uma jragao igual a —, e necessario multiplicar-lht 

arnbos os termos por um mesmo numero. Eis a incognita : e o 

numero pelo quad devemos multiplicar ambos os termos da jragao. 
Representando a incognita por x, e multiplicando ambos os termos 

da fragao por x, teremos — • E, de acordo com o enunciado 
do problema, 

2x + 3x = 80 . • . 5x = 80 . ' . x = 16 

, 32 . . 

E a fragao pedida 6 — > como e facil de verificar. 

IV. Dividir 100 em duas partes tais que o dobro da primeira 

seja igual a dois tergos da segunda. . 

Este problema tern duas incognitas;^ en- i ^ = 2(100 - x) 
tretanto, vamos resolve-lo com (tuna unica j 3 

equagao. (§28) Seja x a primeira parte; a , q x = 200 -2x 
segunda sera 100 — x; e o dobro de x, devendo J 8x = 200 
ser igual a dois tergos de 100 x, teremos. | x = 25 
Uma das partes 6 25, e a outra, 75. 

V. Determinar dois numeros cuja soma e 53 e cuja dije- 

renga e 13. . 

Temos neste problema duas incognitas ; com efeito, precisa- 

mos determinar. dois numeros cuja soma e 53 e cuja diferenga 
6 13. Tomemos como incognita um dos numeros que que- 
remos determinar, por exemplo, o maior; seja x o numero maior. 
De acordo com uma das condigoes do problema, por exemp o, 
- a condigdo dijerenga, o numero menor sera x - 13. E recorrendo 
a condigdo soma para armar a equagao, teremos. 
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x + (x — 13) = 53 
2x - 13 = 53 
2x = 66 
x = 33 


O numero maior e 33 e o menor 6 
33 - 13, isto e, 20. Com efeito, 33+20 = 

, = 53 e 33 - 20 = 13. 


VI. U m numero tem 2 algarismos cuja soma e 11. Somando 
45 a este numero, o rapidtado e o mesmo numero escrito em ordem 
inversa. Qual e o numero? 

Seja x este numero. Somando ao numero x, 45 unidades, 
resultara o numero x, escrito em ordem inversa!... Mas, como 
escrever x em ordem inversa?!. . . Nao e necessario continuar; 
fomos desastrados na escolha da incognita. 

Recomecemos. O numero que queremos determinar e consti- 
tuldo de 2 algarismos; vamos tomar como incognita o algarismo 
das unidades; seja x este algarismo. Entao o algarismo das 
dezenas sera 11 — x.'’Ora, lembrando que o valor relativo do 
algarismo das dezenas e igual ao seu valor absoluto, multiplicado 
por 10, conclulmos que o numero que queremos determinar 6 
10(11 - x) + x. Diz o nosso problema que, somando 45 unidades 
a este numero, obtem-se o inesmo numero, porem escrito em 
ordem inversa. Isto quer dizer que o numero resultante e o numero 
primitivo com os algarismos troCados. Portanto, 


10(11 - x) + x + 45 = lOx + (11 - x) 


Resolvida esta equagao, verificamos que x = 8. Logo, o 
algarismo das dezenas e 11 — 8, isto e, 3. O numero pedido e 38, 
e 38 + 45 = 83. 

«r 

31. As solugoes negativas. Resolvendo um problema, 
acontece, as vezes, que a raiz da equagao correspondente a este 
problema e um numero negativo. Como explicar este resultado? 
Algumas vezes esta raiz negativa e um verdadeiro resultado sin- 
gular. Mas, em outras, ela pode ser facilmente interpretada. E’ 
o que acontece quando se pede um tempo, uma dist&ncia, um lucro, 
uma temperatura, etc., enfim, quando a incognita representa uma 
grandeza que pode ser contada em dois sentidos opostos. Vamos 
exemplificar. 

I. Um pai tem 40 anos e seu jilho, 12. Quantos anos deverao 
decorrer para que a idade do pai seja oito vezes a do jilho ? 
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Deverao decorrer x anos; o pai tera 40 + x, o filho 12 + x, 
e, de acordo com o enunciado do problema, teremos: 

40 -f x — 8 (12+x) ' Deverao decorrer -8 anos! Eis um 
40 -f x = 96 + 8a: ‘ resu ^ a do singular: deverao decorrer me- 

— = ' nos ^ onos - Mas a interpretagao e rapida, 

<~ ix _ _5o J e quasi instantanea; os nossos jovens alu- 

_ _g i nos gritam em coro: « Tsto aconteceu ha 

■ oito anos A 

E os estudantes tem razao. 0 tempo 6 uma grandeza que 
se pode contar em dois sentidos: por exemplo, do presente para o 
futuro e do presente para o passado. 

No problema que acabamos de resolver, perguntamos quantos 
anos deverao decorrer. . . etc.. Portanto, ficou automaticamente 
estabelecido que o tempo sera considerado positivo, do presente 
para o futuro, e negativo, do presente para o passado. 

E diremos que o problema proposto e impossivel. Mas, em 
se tratando do tempo, a impossibilidade e relativa. Com efeito, 
modifiquemos o problema, nas seguintes condigoes: 

Um pai tem 40 anos, e seu filho, 12. Ha quantos anos a idade 
do pai foi igual a 8 vezes a idade do filho ? 

Modificando assim o problema, isto e, perguntando ha quantos 
anos a idade do pai Joi igual. . . etc., fica automaticamente esta- 
belecido que o tempo sera considerado positivo, do presente para 
o passado, e negativo, do presente para o futuro. 

Foi ha x anos; o pai tinha 40 — x, o filho 12 — x e, de acordo 


com o enundiado do problema. . . 

Obtivemos para x um valor positivo: 
x = 8. Portanto, o fato se deu realmente 
ha 8 anos. 


40 -x = 8 (12— x) 
40 — x = 96 — 8x 
7x = 56 
x = 8 


II. Qual e o numero que devemos somar aos dois termos da 
fragao ^ para que a jragao resultante seja — ? 

Seja x este numero; a equagao do problema sera: 


11 + x 5 
15 + x ~ 9 
99+9x = 75+5x 
4x = -24 

x = - 6 


O numero que devemos somar aos dois 

termos da fragao para que ela se torne 
5 

igual a -g e - 6 (menos 6). Neste caso a 
solugao negativa dispensa interpretagao. 
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porque somar - 6 consiste em subtrair 6. Entretanto, se os es- 
tudantes querem achar para x um valor positivo, e bastante re- 
solver novamente o problema, substituindo a palavra somar pela 
palavra diminuir. 

Em resumo, uma solugao negativa significa que o problema 
e impossivel. Esta impossibilidade e relativa, quando a incognita 
e uma grandeza que pode ser contada em dois sentidos opostos, 
isto e, quando a grandeza admite oposigao de sentido; 6 o caso 
dos tempos, dist&ncias, temperaturas, lucros e perdas, etc.. Neste 
caso, modificamos o enunciado do problema de modo que a nova 
pergunta do mesmo problema seja justamente o contrario da per- 
gunta primitiva. Por exemplo, em lugar de perguntar quantos anos 
deverao decorrer para que, etc., perguntaremos ha quantos anos; em 
lugar de perguntar a que distancia do ponto A se encontrarao. . . 
perguntaremos a que distancia do ponto A se encontraram, etc.. 

Quando a incognita e uma grandeza que nao admite oposigao 
de sentido, a solugao negativa indica a impossibilidade absoluta 
de resolver o problema. E’ o que vamos ver no problema seguinte. 

III. Vinte pessoas, homens e mulheres, alugaram um vagao de 
uma estrada de ferro, por 124 'cruzeiros. Coda homem contribuiu 
com 5 cruzeiros e cada mulher com 3 cruzeiros. Quantos eram os 
homens e quantas as mulheres? 

Representando por x o numero de. homens, o de mulheres 
sera 20 — x. Os x homens contribuiram com 5x e as 20 — x mu- 
lheres contribuiram com 3(20 — x). E a despesa total tendo sido 
de 124 cruzeiros, temos de resolver a seguinte equagao: 


5x+3(20— x) = 124. 
5x+60-3x — 124 
2x — 64 
x = 32 


Os. homens eram 32. Portanto, as mu- 
lheres eram 20 — 32, isto e, — 12. As mu- 
lheres eram menos doze. Eis uma solugao 
negativa que absolutamente nao pode ser 
interpretada, porque o numero de mulheres 


nao admite oposigao de sentido. Neste caso, a solugao negativa in- 


dica impossibilidade absoluta de se resolver o problema; o problema 


e absurdo. 


32. As solu goes fracionarias. Os alunos da primeira serie 
ginasial, em numero de 36, resolveram fazer uma excursdo a uma 
cidade proximo. Os bilhetes para a excursdo importavam em 155 cru- 
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zeiros. Ficou estabelecido que os meninos pagariam 5 cruzeiros e as 
meninas, 2. Quantos eram os meninos e quantas as meninasf 

Seja x o numero de meninos; o de meninas sera 36 — x. Os 
meninos contribuiram com 5x, as meninas com 2(36 — x); e a 
importancia total dos bilhetes sendo Cr.$155,00, teremos: 

5x + 2(36 - x) = 155 
5x + 72 — 2x = 155 
3x = 83 

* - ** 


Portanto, devendo ser x = 27— o numero de meninos, segue- 

se que o problema e absurdo, pois a sua solugao deveria ser um 
numero positivo e inteiro. 

Assim um problema e impossivel quando exige que a raiz da 
equagao seja um numero inteiro, e esta se apresenta fracionaria. 

33. O infinito nos problemas. As v6zes, um problema 
dado nos conduz a uma equagao cuja raiz e o infinito. Neste 
caso o problema e geralmente impossivel. Como exemplo, vamos 
resolver o seguinte problema: 

2 1.7 
De — do meu dinheiro, subtraindo 10, restam — mais — do 

3 5 15 

meu dinheiro. Quanto tenho ? Seja x o meu dinheiro. 

2 X q x J Neste exemplo, o simbolo co indi- 

— — 10 = 1 1 ca a impossibilidade de resolver o pro- 

3 5 I 5 i blema. (E.M.T.Y. §76) Com efeito, 

lOx — 150 = 3x + 7x i reduzindo as fragoes do problema da- 

lOx— 3x— 7x = 150 ' ' ^°’ ao mesmo den ominador, teremos 

1 lOx 3x , 7x 10x 10a; 


lOx — 150 = 3x + 7x 
lOx— 3x— 7x = 150 


Ox = 150 


15 10 15 + 15 ' ' 15 10 15 


i - 10 = 0, e a impossibilidade se torna 
1 evidente. 

Em resumo: um problema e impossivel quando: 

a) Tem como solugao o injinito. 

b ) Tem como solugao um numero jracionario e os dados do 
problema exigem como solugao um numero inteiro. 

c ) Tem como solugao um numero negativo. (§31, II) 
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34, Problemas i ride ter m i n ados. Ja resol vemos um pro- 
blema indeterminado. (§3) Aprendemos tambem que: 

= n (um numero qualquer) (E.M.T.V. § 76) 

A expressao ^ e chamada, em Matematica, o simbolo da in- 

determinagdo . Esta expressao aparece sempre que o problema nao 
tem condigoes suficientes para ser resol vido. Por exemplo: 

Tenho canarios e sabias, ao todo 50 ares. Quantos sdo os canarios 
e quantos os sabias f 

Seja x o numero de canarios; o de sabias sera 50 — x. E, visto 
que o nosso problema contem somente uma condigao, nao ha 
remedio senao escrever: • 

x (5Q _ _ 5Q { Portanto, sendo x o numero de canarios, 

x 50 _ x = 50 j ® stes podem ser 3, 4, 8, 15, 23, etc.. Com 

x — x = 50 — 50 1 e ^ e ito, se o problema diz que canarios e 

0-j. _ o i sabias sao ao todo 50, e nada mais, e claro 

0 | que podemos ter 20 canarios e 30 sabias, 

x = — j ou 24 canarios e 26 sabias, ou 28 canarios 

i e 22 sabias, etc.. 

Diz-se entao, em Matematica, que o problema e indeterminado. 

Um problema e, geralmente, indeterminado, quando o numero de 
incognitas e maior que o numero de condigoes distintas que os valores 
destas incognitas devem preencher. 

35. O problema dos correios. E’ um problema tradicional 
em Algebra. E’ assim chamado porque, no tempo em que os mate- 
maticos o formularam, nao havia trens e, muito menos, auto- 
moveis. A correspondencia era transportada de uma cidade a 
outra por homens que se chamavam correios e que faziam o trans- 
porte da correspondencia, a cavalo. 

Dois correios A e B estao percorrendo a mesma estrada, e no 
mesmo sentido. Suas velocidades respectivas sdo v e v r . Em um 
momento dado (por exemplo, ao meio-dia) a distancia que os separa 
e d. Em que ponto da estrada os dois correios se encontrardo 1 


B (»0 


A (v) 


X 
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Vamos resolver este problema com uma incognita. Seja x 
o caminho percorrido pelo correio A, ate o ponto de encontro; 
entao o caminho percorrido pelo correio B sera x + d. 

Seja t o tempo necessario ao correio A para percorrer o ca- 
minho x, e t' o tempo necessario ao correio B para percorrer o ca- 
minho x + d; sendo o tempo igual ao espago dividido pda velocidade, 
(E.M.S.V.§26) teremos: x d 

t = — t' = — 7 - 

v v 

Mas estes dois tempos sao evidentemente iguais; logo, 


x + d 


xv' = xv + dv 
xv' — xv = dv 
x(v' — v ) = dv 

dv 


A equagao x = 


e uma formula, que 


vamos discutir. Discutir uma formula e atri- 
buir as letras que nela entram todos os va- 
lores possiveis, e interpretar os resultados 
obtidos. 

A discussao desta formula sera dividida 
em duas partes. 


Primeira parte : d 9^ zero 

I. Suponhamos v' > v. Neste caso, acharemos para x um 
valor, e somente um, inteiro .. ou fracionario, mas positivo. E o 
correio B alcangara o correio A. 

II. Suponhamos v' = v. Neste caso, teremos: 
dv dv 

x = . ■ . x = — - . ' . X = 00 

v —v 0 

0 infinito e o simbolo da impossibilidade. (§33) Neste caso, 
o correio B nunca alcangara o correio A, o que e evidente, porque 
A esta na frente, e ambos caminham com a mesma velocidade. 

III. Suponhamos v' < v. Neste caso, acharemos para x um 
valor, e somente um, inteiro ou fracionario, mas negativo. A 
solugao negativa indica, neste caso, uma impossibilidade relativa. 
Com efeito,. modificando a pergunta do problema, isto e, pergun- 
tando em que ponto da estrada os dois correios se tinham encontrado, 
obteremos faeilmente j,. 


x 
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solugao esta que, podendo ser inteira ou fracionaria, e, entretanto, 
positiva porque, no caso presente, temos v > v' . 

Segunda parte: d —zero 

I. Suponhamos v' > v. 0 numerador de x 6 nulo, mas o 
denominador e diferente de zero; logo, x = 0 . Com efeito, se 
os dois correios estao juntos num momento dado, por exemplo, 
no ponto A, e se caminham com velocidades diferentes, e claro 
que o encontro se realiza no proprio ponto A. Logo, a distancia 
entre o ponto A e o ponto de encontro e nula. 

II. Suponhamos v' — v. Neste caso, teremos: 

dv 0 X v 0 

x — — — . ' . x = — . ’ . x = — • 

v —v v — v 0 

Ora, -Q- e o simbolo da indeterminagao. (§34) Neste caso, o 

• • 

problema e indeterminado. Com efeito, se os dois correios estao 
juntos em um momento dado, por exemplo, no ponto A, e se ca- 
minham com velocidades iguais,: e claro que estarao sempre juntos; 
o valor de- x e qualquer. 

III. Suponhamos v' < v. Como no primeiro caso, teremos 
* = 0 . 0 denominador de x sera negativo, mas zero dividido por 
mais ou menos um numero qualquer n e igual a zero. 

A formula x — — — - permite resolver todos os problemas 

analogos ao problema dos correios. No caso em que os dois cor- 
reios caminham um ao encontro do outro, e bastante escrever 
v + v f , em lugar de v' — v, como os estudantes podem faeilmente 
verificar. 

Exercicios. Serie XIX (*) 

Resolver os seguintes problemas, com uma incognita: 

1. Determinar dois numeros tendo por soma 3,7 e por diferenga 0,6. 

2. Determinar duas fragoes tendo por soma 3)4 e por diferenga %. 

3. Dividir 40 em duas partes tais que cinco veze.s a primeira mais tres 
vezes a segunda seja igual a 184. 

4. Repartir 50 laranjas em duas porgoes tais que a diferenga entre o 
triplo da primeira e o quddruplo da segunda seja 38. 

5. Determinar duas fragoes cuja soma seja 1. 

6. Tenho Cr.$225,00 em notas de Cr.$2Q,00 e de Cr.$5,Q0. O mimero 
total delas 6 30. Quantas sao as notas de Cr.$20,00 e as de Cr.$5,00 ? 

(*) Convem ler a Nota. da p4g. 271. 
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7. Dividir 120 em duas partes tais que 10 vezes a maior seja igual a 14 
vezes a menor. 

8. Quais sao as dimensoes de um retangulo cujo perimetro mede 300 
metros ? 

9. Um pai tern 40 anos e seu filho, 8. Quantos anos deverao decorrer 
para que a idade do pai seja o triplo da do filho? 

10. Em "1920 um pai tinha 26 anos e seu filho, 2. Decorreram alguns 
anos e a idade do pai tornou-se o quintuplo da do filho. Em que ano se ve- 
rificou fete fato e qual era entao a idade de cada um ? 

11. Um terreno retangular mede 35m por 18m. Se aumentarmos 5m 
no comprimento, de quanto, devemos diminuir a largura, para que o peri- 
metro do terreno nao varie ? 

12. Antonio e Carlos tem a mesma quantia. Se Carlos der^ Cr.$5,00 
a Antbnio, entao o triplo do dinheiro de Antonio serd igual a 11 vezes o di- 
nheiro de Carlos. Quanto tem cada um dos meninos ? 

13. O triplo de um mimero excede 50, tanto quanto 40 excede o dobro 
desse mesmo numero. Qual e o mimero ? 

14. A diferenga entre o excesso de um numero s6bre 50 e o excesso 
de 80 sobre esse mesmo mimero 6 10. Qual 6 o numero ? 

15. Contratei um empregado por Cr.$150,00 mensais e uma gratifica- 
gao, no fim do ano, de um terno de roupa. Ao cabo de 7 meses tive de des- 
pedi-lo e dei-lhe, entao, Cr.$827,50 e o terno. Quanto paguei pelo terno ? 

16. Quero socorrer alguns pobres. Faltam-me Cr. $15,00 para dar 
Cr.$5,00 a cada um; entretanto, se eu der Cr.$l,00 menos a cada um deles, 
sobrar-me-ao Cr.$8,00. Quanto tenho e quantos sao os pobres? 

17. Eu tenho 50 anos e meus tr§s sobrinhos tem juntos 42 anos. Quan- 
tos anos deverao decorrer para que a minha idade seja igual a soma das idades 
dos meus sobrinhos? 

18. Comprei 30 sacas de caf6, tipos 3 e 4, e paguei Cr.$4 140,00. O tipo 
3 custou Cr.8150,00 a saca e o tipo 4, Cr.$120,00. Quantas sacas de cada 
tipo comprci? 

19. Dividir o numero 166 em 4 partes, de modo que o excesso da pn- 
meira sobre a segunda seja 4; sobre a terceira, 12; sobre a quarta, 18. 

20. Tenho um certo numero de ameixas; se me derem mais 24, entao 
o numero de ameixas excederd 80, tanto quanto 80 excede o numero primi- 
tivo de ameixas. Quantas ameixas tenho? 

21. Comprei 30m de seda e 40m de forro por Cr.$l 280,00. Sendo o 
prego de um metro de seda igual a 4 vezes o prego de um metro de forro, 
pergunta-se qual o prego do metro de cada fazenda. 

22. Conhego seis irmaos, cada um dos quais tem 3 anos mais do que o 
outro, isto e, A tem 3 anos mais que B, B tem 3 anos mais que C, etc.. , A 
idade do mais velho 6 igual a dez setimos da idade do mais mogo. Qual e a 
idade de cada um dos seis irmaos? 

23. Contratei um empregado por Cr.$80,00 mensais e prometi-lhe um 
relogio ao cabo de um ano de servigo. Tendo sido obrigado a despedi-lo 
depois de 8 meses e meio, dei-lhe Cr.S637,50,e o relogio. Qual era o prego 
do reldgio? 
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24. Dividir 120 em duas partes tais que a maior seja igual k menor 
mais 32. 

25. Dividir 80 em duas partes tais que a diferenga entre a maior e o 
triplo da menor seja 12. 

26. Dividir 72 em duas partes tais que a maior seja igual a 4 vezes a 
menor mais 3. 

27. Um pai tem 50 anos e seus tres filhos tem respectivamente 22, 21 
e 19 anos. Hd quantos anos a idade do pai era igual a soma das idades dos 
tres filhos ? 

28. Um empregado ganha Cr.$15,00 por dia, mas e obrigado a pagar 
uma multa de Cr.$4,00 quando nao comparece ao eseritorio. Ao cabo de 60 
dias recebe Cr.$729,00. Quantos dias trabalhou ? 

29. A, B, C e D receberam Cr.$ 175,00. A e B receberam Cr. 877,00; 
A e C, Cr.. 183,00; A e D, Cr.$85,00. Quanto recebeu cada um? 

30. Tenho- pessegos, magas e peras, ao todo 96 frutas. 0 numero de 
magas 6 o triplo do de pessegos, e as peras sao tantas quantos sao os pessegos 
e magas reunidos. Quantas frutas de cada especie tenho? 

31. A diferenga entre dois numeros 6 4; a diferenga entre o quintuplo 
do menor e o triplo do maior e 10. Quais sao os dois numeros? 

32. Um negociante tem duas qtialidades de vinho; uirta custa Cr.S2,00 

o litro e a outra, Cr.83,60. Quer fazer uma mistura de 80 litros e de modo 
que cada litro da mistura custe Cr.$3,20. Quantos litros de cada vinho deve 
misturar ? ( 

33. Dividir o numero 60 em duas partes tais que um setimo de uma 
seja igual a um oitavo. da outra. 

34. Repartir 55 laranjas em duas porgoes tais que um quarto da pri- 
meira, mais cinco sextos da segunda seja igual a 40. 

35. Quatro meninos receberam uma certa quantia. O primeiro recebeu 
Cr.$35,00; o segundo, o terceiro e o quarto receberam, respectivamente, um 
nono, trfis oitavos e cinco doze avos da quantia distribuida. Quanto recebeu 
cada um ? 

36. A diferenga entre dois ndmeros 6 495, o quociente incompleto e 
4, e o resto da divisao 6 60. Quais sao os dois numeros ? 

37. Trfis retalhos de fazenda medem juntos 15,7m. 0 primeiro tem 3,1m 

mais do que o segundo; este tem 1,5m mais que o terceiro. Quanto mede 
cada retalho? f 

38. Tenho galinhas e coelhos, ao todo 77 cabegas e 238 pes. Quantas 
sao as galinhas e quantos sao os coelhos? 

39. Se do dobro da idade que meu filho tem, subtrairmos o triplo da 
idade que ele tinha h4 seis anos, resultar£ a sua idade atual. Qual 4 a idade 
de meu filho? 

40. Um jardim quadrado 6 fechado com um muro cuja espessura mede 
0,40m; entao a 4rea do jardim diminue de 74 metros quadrados. Calcular 
o lado e a 4rea do jardim, antes da construgao do muro. 

41. Qual 6 o mimero cujos dois tergos diminuidos de 8, equivalent & 
quarta parte do mesmo ntimero aumentada de 7? 

42. Um pai tem 30 anos mais que seu filho; dentro de 4 anos a idade 
do pai serd o quddruplo da do filho. Qual 6 a idade de cada um? 
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43. Um banqueiro recebeu Cr.$662 000,00 em tres dias; no segundo dia 
recebeu um d6cimo mais que no primeiro; e no terceiro dia um ddcimo mais 
que no segundo. Quanto recebeu em cada um dos tres dias ? 

44. No fim de cada ano a minha fortuna aumenta de um tergo de seu 
valor, mas eu gasto Cr.$l 000,00 em presentes. Ao cabo dc trfis anos a minha 
fortuna duplica. Qual e a fortuna inicial? 

45. Transformar o numero 695 em uma soma de cinco numeros im pares 
conseeutivos. 

46. Determinar quatro multiples conseeutivos de 11, tendo por soma 286. 

47. Paguei Cr. $265,00 com notas de Cr.$5,00 e de Cr.S2,00. O mime- 
ro de notas de Cr.$2,00 excede de 17 o numero de notas de Cr.$5,00. Quan- 
tas notas dei de cada especie? 

48. Um criador foi a feira para vender frangos a Cr.$4,00. Durante o 
caminho, porem, presenteou um amigo com 10 frangos e, nao querendo ter 
prejuizo, resolveu vender os restantes a Cr.$4,80 cada um. Com quantos 
frangos saiu ele de casa ? 

Exercicios. Serie XX 

Resolver com uma incognita os seguintes problemas: 

1. Determinar 2 numeros euja soma e 147 e cuja diferenga e 53. 

2. Determinar dois numeros cuja soma e 141, o quociente aproximado 
e 6, e o resto da divisao e 15. 

3. Multiplicando um certo mfrmero por 12, somando 36 ao produto, e 
dividindo a soma por 56, o quociente e 78. Qual e o numero? 

4. Determinar dois numeros conseeutivos tais que a soma da metade 
e da quinta parte do menor seja igual a soma da terga parte e da quarta parte 
do maior. 

5. Contratei um empregado por Cr.$300,00 mensais e a gratificagao 
de um relogio, ao cabo de um ano. Despedi-o, porem, ao cabo de 7 meses, 
dando-lhe Cr.$l 950,00 e o relogio. Determinar o prego do relogio. 

6. Dividir Cr.$l 350,00 entre tres pessoas, de modo que a parte da se- 
gunda seja q triplo da parte da primeira, e a parte da terceira seja o dobra 
da parte da segunda. 

7. Dividir Cr.$400,00 entre tres pessoas, de modo que a segunda re- 
ce ba Cr .$50,00 mais que a primeira, e a terceira receba tanto quanto as duas 

O quociente aproximado de 2 numeros e 3, o resto de sua divisao e 
2, e sua diferenga e 28. Quais sao os dois numeros? 

9. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo cujo perimetro 
mede 208m, sendo a largura igual a % do comprimento. 

10. Um numero 6 o quintuplo do outro; diminuindo 80 unidades do 
maior e 8 do menor, os restos sao iguais. Quais sao os dois numeros ? 

11. Um pai tern 55 anos e o filho, 12. Quantos anos deverao decorrer 
para que a idade do pai seja o triplo da do filho? 

12. Tenho galinhas e coelhos, ao todo 47 eabegas e 120 pes. Quantas 
galinhas e quantos coelhos tenho ? 

13. Pai e filho tern juntos 72 anos. A idade do filho 6 ft da do pai, 
Qual e a idade de cada um? 
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14. IJm pai dizia ao filho: - Hoje tua idade eft da minha; hd 8 anos 
era ft,. Quais sao as nossas idades ? » 

15. A soma dos dois algarismos de um numero e 7; diminuindo 27 deste 
numero, resulta, o numero primitivo invertido. Determinar este numero. 

16. Um numero tern 2 algarismos; o das unidades 6 o quadruple do das 
dezenas. Somando 54 unidades a este numero, resulta o mesmo numero in- 
vertido. Qual 6 o numero ? 

17. Determinar uma fragao igual a % e cuja soma dos termos seja 221. 

^n' !v ter .‘ ninar uma frdgao igual a % e cuja soma dos termos seja 169. 

19. Dividir 728 em duas partes proporcionais aos numeros 3 e 5. 

20. Dividir 385 em duas partes proporcionais aos numeros 4 e 7. 

21. Dividir 420 em duas partes proporcionais aos numeros ft e ft. 

22. Dividir 253 em duas partes proporcionais aos numeros ft e ft. 

23. Se dividirmos um certo numero por 10 e, em seguida, dividirmos o 
quociente por 3, a soma dos quocientes sen! 100. Determinar este numero. 

24. Multiplica-se um numero por 9; do produto se subtrai 18; divide- 
se , a diferenga por 12; do quociente se diminue 3; resta 3. Determinar este 
numero. 

25. Pai e filho tern juntos 80 anos. Se duplicarmos a idade do filho ele 
tera 10 anos mais que o pai. Qual e a idade de cada um? 

, nn 26 - ,° d ° b ™ de um niimero aumentado de 24, excede 80, tanto quanto 
100 excede o numero. Determinar este numero. 

27. Determinar a minha idade, sabepdo que, dentro de 20 anos, ela serd 
igual ao dobro da idade que eu tinha hd 20 anos. 

28. T enho 40 anos e meu irmao tern cS’minha idade. H;i quantos 
anos a idade de meu irmao era igual a % da minha? 

29. Um pai tem o triplo da idade do filho; hd quatro anos a idade do 
pai era o quadruplo da do filho. Determinar as idades atuais do pai e do filho. 

, 30’ A soma dos dois algarismos de um numero e 9. Se dividirmos o 

numero pela soma de seus algarismos, o quociente serd 8. Qual 6 o mimero ? 

31. A e B saem a passeio. A tem Cr.$100,00 e B, Cr.$48,0Q. A gasta 
duas vezes mais que B e fica com o triplo do que restou a B. Quanto gastou 
cada um? ■ 

B tinl ! am juntos Cr. $40,00. B deu Cr..$19,00 a A e este ficou 
com Ur.$o,00 mais do que B. Quanto tinha cada um deles, antes de realizarem 
este negocio? 

n unn n*n^ U 'i 11 / 1 ' 1 cet 'la quantia. Gastei % desta quantia, depois recebi 
Or .$90,00, em seguida gastei ft, do meu dinheiro, recebi Cr.$670,00, gastei 
^ do meu dmheiro, e fiquei com Cr. $360, 00. Qual a quantia que eupossuia? 

Dots estudantes tem a mesma idade. Se a idade do primeiro aumen- 
tar de 36 anos, e a do segundo, de 52, as duas idades serao proporcionais aos 
nuneros 3 e 4. Qual e a idade deles ? 

35. Um general dispoe os seus soldados em quadrado e sobram 88; en- 
tretanto, nao pode por mais um soldado em cada linha, porque lhe faltam 
57 . De quantos soldados dispoe este general ? 

36. Uma lebre, perseguida por um perdigueiro, tem 90 pulos de dian- 
teira Unquanto a lebre d<4 5 pulos, o cao dd, 4. Mas 5 pulos do cao valem 
7 pulos da lebre. Quantos' pulos deve dar o perdigueiro para alcangar a lebre ? 
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37. Uma torneira enche um tanque em 8 horas, e uma outra o enche em 
12 horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo temp, em quantas horas o 
tanque ficaiA cheio? 

38. Uma torneira enche um tanque em t horas, e uma outra o enche em 
t' horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo tempo, em quantas horas o 
tanque ficard cheio? 

Observagao. 0 aluno, resolvendo fete problema, terd deduzido a regra 
para resolver todos os problemas desta especie; aprenderd a generalizar uma 
questao aritmetica. E* esta uma das vantagens da Algebra. 

39. Uma torneira enche um tanque em 15 horas e uma outra o esvazia 
em 20 horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo tempo, em quantas ho- 
ras o tanque ficard cheio? 

40. Uma torneira enche um tanque em t horas, e uma outra o esvazia 
em t' horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo tempo, em quantas horas 
o tanque ficard cheio? 

Observagao. Este problema e tambOm uma generalizagao, e constitue 
uma excelente oportunidade para que o professor faga com os seus alunos 
um exercicio de discussao de jdrmulas. 

41. Um relOgio marca meio-dia. A que horas seus pqnteiros estarao su- 
perpostos pela segunda vez ? 

36 Problemas do primeiro gran com duas incognitas. 

Ja fizemos algumas consideragoes a respeito da resolugao algebrica 
dos problemas de Matematica. Entretanto, se quisermos resolver 
estes problemas, com duas incognitas, devemos tomar algumas 
precaugoes, que vamos indicar nos exemplos que se seguem. 

Primeiro exemplo. Determinar dois numeros inteiros con- 
secutivos tendo por soma 23. 

Seja x o numero maior, e y o menor; portanto, 

. x + y = 23 (1) 

Foi facil estabelecer esta equagao; o problema nos diz que 
a soma dos dois niimeros deve ser 23; esta condigao estd declara- 
da no problema, esta d vista, e uma condigao explicita. (§5) 
Ora, uma equagao nao basta para resolver o nosso problema; se 
nao estabelecermos outra equagao, o problema sera indeterminado. 
(§28) Mas, como estabelecer a outra equagao? Recorrendo a 
uma outra condigao contida no mesmo problema: os dois numeros 
devem ser inteiros consecutivos. Cabe ao estudante saber o que 
sao numeros inteiros consecutivos; e, se ele o souber, escrevera 
imediatamente 
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Esta condigao, a dos dois numeros pedidos serem i nteiros con- 
secutivos, nao e, pois, bastante clara; exige que o estudante tenha 
conhecimentos de Matematica; e uma condigao implicita. 

Estabelecidas as equagoes (1) e (2) o resto e facil. 

Segundo exemplo. Determinar dois angulos complementa- 
res, tendo por dijerenga 28°. 

A condigao explicita do problema 6 que a diferenga dos angulos 
6 de 28°. 

A condigao implicita, isto 6, a condigao que o problema nao 
nos diz, 6 que a soma de dois angulos complementares 6 90°. E’ 
dever do estudante eonhecer esta condigao. 

Representando por x o angulo maior e por y, o menor, teremos: 


/ x + y = 90 \ . 

/ 2x =f 118 \ 

. x = 59° 

\ x - y = 28 / 

■ \ 2y = 62 / 

■ ' y = 31° 


Observagao. Os problemas que deverao ser resolvidos com duas in- 
cognitas foram apresentados nos §§10, 11 e 13. 


x-y 


1 


( 2 ) 



Capitulo IV 


Numeros Irracionais 



37. Numeros irracionais. Se uma fragao ordinaria e ir- 
redutivel, o quadrado desta fragao e lambtm uma fragao irredutivel. 

4 14 22 

Consideremos as fragoes irredutiveis ip 75 e ^ Decompondo 

em fatores primos ambos os termos de cada uma destas fragoes 
e elevando-as, em seguida, ao quadrado, teremos: 


4 

2 

X 

2 i 

( 2 

X 2\ 

2 (2 

X 

2) 2 

2 

X 

2 

X 2 X 2 

16 

9 

3 

X 

3 i 

\3 

X 3> 

1 (3 

X 

3^ = 

= 3 

X 

"3 

X 3 X 3 

81 

14 

2 

X 

7 ! 

( 2 

X7> 

2 (2 

X 

7) 2 _ 

2 

X 

7 

X 2 X 7 

_ 196 

15 

3 

X 

5 ! 

\3 

X 5 ; 

' (3 

X 

5 f " 

“ 3 

X 

5 

X3X 5 ” 

= 225 

22 

2X1 

1 

11 > 

/2Xll> 

, 2 _ (2X1 

l) 2 „ 

_ 2X 

11 

X2XU 

_ 484 

15 

3 

X 

5 1 


X 5 ; 

' (3 

X 

5) 2 ' 

3 

X 

5 

X 3 X 5 

= 225 


Observando as operagSes acima, e facil concluir que, se os 
dois termos de uma fragao nao tern fator comum, elevando esta 
fragao ao quadrado, isto e, multiplicando cada termo poi si mesmo, 
os dois produtos resultantes nao podem ter fator comum. Portanto, 

Se uma fragao ordinaria e irredutivel, o quadrado 
desta fragao e tambem uma fragao irredutivel. 

De modo analogo se provara que, quando uma fragao ordi- 
naria 6 irredutivel, qualquer potencia desta fragao e tambem uma 
fragao irredutivel. 

Vamos agora mostrar que: 

Uma jragao impropria e irredutivel nao pode ser transjormada 
em numero inteiro. 



uma fragao impropria e irredutivel. 


Logo, seus ter- 


mos sao primos entre si e, alem disto, temos a > b. A fragao 
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~ nao pode ser transformada em numero inteiro porque, para 

que esta transformagao pudesse ser efetuada, seria necessario que 
a fosse divisivel por b, o que nao e possivel devido a, hipotese; 
com efeito, estamos supondo que a e b sao primos entre si. Por 
9 13 17 

exemplo, as fragoes "g” e ~g n 5o podem ser transformadas em 
numeros inteiros. 


Teorema. Se um numero inteiro A nao tem como raiz qua- 
drada exata um outro numero inteiro B, tambem nao existe um 
numero jracionario que, elevado ao quadrado, reproduza o numero A. 

Consideremos, por exemplo, o numero 10; nao existe um 
numero inteiro cujo quadrado seja 10. 


Existira, porventura, um numero fracionario cujo quadrado 
seja 10? Vamos provar que este numero nao existe. 

Suponhamos que a raiz quadrada do numero 10 e ~j isto e: 

Vl0-f .:. £.-10 (1) \ 


Ora, a igualdade (1) nao pode existir. Evidentemente, a 

fragao — e uma fragao impropria (V 10 > 3), e que podemos supor 

irredutivel porque, se nao o fosse, dividiriamos ambos os termos 
desta fragao pelo seu maximo divisor comum. 


Mas, a fragao -7- sendo irredutivel, seu quadrado, isto e, a 

fragao -p- e tambem uma fragao irredutivel. Entre tanto, ja 

vimos que uma fragao impropria e irredutivel nao pode ser trans- 

a 2 

formada em numero inteiro; portanto, a fragao -p- nao pode 


ser igual ao numero 10, isto e, a igualdade (1) nao pode existir. 

De modo analogo se provara que, se um numero inteiro A nao 
tem como raiz ciibica exata um outro numero inteiro B, tambem 
nao existe um numero fracionario que, elevado a terceira potencia, 
reproduza 0 numero A. Por exemplo, nao existindo um numero 
inteiro cuja terceira potencia seja 20, nao existe tambem um nu- 
mero fracionario cuja terceira potencia seja 20. E assim por diante. 
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" Calculando a raiz quadrada de 10, com Srro inferior a um 
cent6simo, acharemos 3,16. (E.M.S.V. §49) 

Se calcularmos VlO com maior aproximagao, isto 6, com erro 
inferior a 0,000 1 ou 0,000001, acharemos, porventura, uma dizima 
periddica ? De modo algum. Suponhamos que . . . 

VIo = 3,16161616 

Neste caso terlamos . . . . . 

_ 313 

VlO = 3 1 (E.M.P.V. § 163) . ' . VlO = 

E a raiz quadrada de 10 seria uma fragao imprdpria e irre- 
dutlvel, o que nao pode ser de acordo com o teorema ja demons- 
trado. 

Mas, se a raiz quadrada exata de 10 nao e um numero m- 
teiro, nao d uma fragao ordinaria, nao e uma fragao decimal, nao 
d uma dizima periddica, qual d, entao, a natureza da raiz quadrada 

exata do numero 10? . 

E’ um numero irracional. Procurando a raiz quadrada de 
10, podemos escrever a direita deste numero uma infinidade de 
zeros, sem que a operagao se termine; havera sempre um resto. 
Podemos determinar a raiz quadrada de 10, com 15 ou 20 ou 50 
algarismos decimais, mas esta raiz nunca sera exata; sera sempre 
uma raiz aproximada. 

A raiz quadrada de um numero inteiro, e que nao d quadrado 
perfeito, e um numero irracional; Va V3, Vfh V 6, Va V8, VlO, 
etc., sao numeros irracionais. 3 4 5 

O mes m o acontece com V 10, v20 r A/30, 6tc., estes numeros 
sao tambdm irracionais. Portanto, 

A raiz enesima de um numero inteiro que nao e uma 
enesima potencia exata e um numero irracional. (*) 

Observacao. Raiz en&sima significa raiz de grau n. Para nao dizer raiz 
segunda, terceira, quarta, etc., dizemos de um modo geral, raiz enesima. 

Em oposigao aos numeros irracionais, os numeros mteiros e 
fracionarios sao chamados numeros racionais. 

(*) H& ndmeros irracionais, que nao sao a raiz enesima de um ntimers 
que nao 6 uma enesima potencia exata; por enquanto podemos citar apenao 
o ndmero x. (3,141592 6.. .) Tais nurneroa irracionais sao numeros tran- 
scendentes. 
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Os numeros irracionais acima definidos sao chamados tambdm 
radicais, os quais sao classificados pelo Indice. Assim d que 

V2, V3, V5 sao radicais do segundo grau. 

3 3 _ 3 

V?, V9, V10 sao radicais do terceiro grau. 

4 4 4 

V3, V5, V7 sao radicais do quarto grau. 

E assim por diante. 

38. Calculo dos radicais. Consideremos a expressao arit- 
mdtica seguinte: 

V 6 X VlO X Vl5 X V28 X V63 (A) 

Se quisermos calcular esta expressao com os nossos conheci- 
mentos atuais de Matematica, teremos de extrair cinco raizes 
quadradas e multiplicar os resultados! Extraindo cada uma das 
raizes, com erro inferior a um milesimo, teremos: 

2,449X3,162X3,872X5,291X7,937 (B) 

Imagine-se o trabalho necessario para calcular a expressao B! 
E este trabalho fastidioso nos conduz a uma aproximagao grosseira 
do valor de B; nenhum dos fatores da expressao B representa 
exatamente o fator correspondente da expressao A; cada fator 
da expressao A 6 um pouco maior que o fator correspondente da 
expressao B. Entretanto, o calculo dos radicais nos permite 
obter o valor exato da expressao A, sem extrair uma raiz, e efetu- 
ando uma multiplicagao muito simples, que pode mesmo ser feita 
mentalmente! O valor exato da expressao A 4 1 260, como mostra- 
remos adiante. (§51) 

As operagoes que se realizam com os radicais sao as mesmas 
que se realizam com os numeros inteiros e fracionarios: adigao, 
subtragao, multiplicagao, divisao, potenciagao e radiciagdo. 

39. Valor aritmetico de um radical. Um radical do 
segundo grau tern dois valores distintos, sendo um_positivo e outro 
negativo. Assim como V25 = + 5, tambdm V2 = +1,414..., 

V3 = ± 1,732...... V5" = + 2,236 , Ve = ± 2,449 , 

etc.. Entretanto, no calculo dos radicais consideraremos somente 
o valor positive d estes radicais, isto 6, 0 valor aritmetico d&stes 
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radicals. Em Aritmetica, o numero 25 tem apenas uma raiz 
quadrada; 4 o numero 5. Em Aritmetica nao se conhece a raiz- 
quadrada negativa do numero 25. 

3 _ 

0 valor aritmetico de V 8 e 2, porque 2 3 = 8; mais tarde a 
Algebra nos vai revelar a existencia de outros dois numeros que, 
elevados a terceira potencia, reproduzem o numero 8. 

4 

O valor aritmetico de V81 e 3, porque 3 4 = 81. Entretanto, 
veremos mais tarde que existem outros ires numeros os quais, 
elevados a quarta potencia, reproduzem o numero 81. Um deles 
e o ndmero -3 porque (-3) 4 = 81. 

De um modo geral a Algebra nos ensina que um radical tem 
tantos valores diferentes quantas unidades tem o seu indice. Por 

5 

exemplo, o radical A'32 tem cinco 'valores diferentes. Entretanto, 
no calculo dos radicals, nos consideraremos somente o valor arit- 
m4tico de cada radical. E diremos que: 

3 4 : T.'6_ 

' - V25 - 5; v64 = 4; V81.= 3; V32j= 2, etc.. 

De modo que, o que vamos aprender neste capltulo e o 

cdlculo aritmetico dos radicais. 


40. Eliminagao de um radical. Extraindo a raiz qua- 
drada do numero 2, com diferentes graus de aproximagao; depois 
elevando os resultados ao quadrado, e calculando quanto falta a 
cada um deles, para atingir o numero 2, teremos; 


V2 = 1 

V2_= 1,4 
V2_= 1,41 
V2_= 1,414 
V2 = 1,414 2 


l 2 ' 

1,4 2 

1,41 2 = 

1,414 2 = 
1,4142 2 = 


1 

1,96 : 

1,988 1 
1,999 396 
1,999 961 64 | 


1,000 00000 
0,040 00000 
0,01190000 
0,000 60400 
0,00003836 


£lste quadro nos mostra que, a medida que vamos prosse- 
guindo na extragao da raiz quadrada do numero 2, vamos obtendo 
resultados cujos quadrados se aproximam, pouco a pouco, do 
numero 2, sem que, entretanto, seja possivel obter o valor exato 
da raiz quadrada do numero 2, isto e, um numero cujo quadrado 
seja 2, o que alias, ja estava previsto. 
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Suponhamos que, resolvendo um problema, surge a necessi- 
dade de extrair a raiz quadrada do numero 2. E’ desagradavel 
e mesmo prejudicial, extrair a raiz quadrada de 2, e continuar o 
trabalho com 0 valor aproximado desta raiz, isto e, com o ntimero 

1,414 213 5 Sera mais simples e agradavel dizer que' a raiz 

quadrada do numero 2, e o numero V 2 , e continuar a resolugao 
do problema com o numero V 2 , em lugar de complicar 0 trabalho 

com o numero 1,414 213 5 o qua!, alem de ser muito extenso, 

tem a desvantagem de nao represen tar com exatidao, o numero V 2 . 

Ora, se a raiz quadrada do numero 2 e representada pelo 
simbolo V 2 , segue-se que o quadrado de V 2, 6 o numero 2, isto e, 

(VI) 2 = 2 


AnMcigamente, (Vs") 2 = 3, (V 5 = 5, etc.. Portanto, 

Para elevar um radical do segundo grau ao quadrado, 


e bastante suprimir o radical. 

Observagao. Suprimir o radical quer dizer suprimir o 



E’ facil compreender agora que: 



E, de um modo geral 



Observagao. E’ conveniente os estudantes saberem de cor que 

V 2 = 1.414 213 5 Para decorarem mais facilmente 6ste nd- 

3 4 

mero, dirao: 14 — 14 — 21 — 35. E’ dtil observar que V 25, Vs, V SI , etc., 
tem a Jorma de radicais, mas nao sao radicais, no verdadeiro sentido; sao 

3 _ 4 

ndmeros racionais, porque a/ 25 = 5, 'sj 8 = 2, ^ 81 = 3, e os numeros 5, 
2 e 3 sao racionais. 


41. Teorema fundamental do calculo dos radicais. Para 
elevar um monomio ao quadrado, eleva-se cada um dos seus 
fatores ao quadrado, e multiplicam-se os resultados. (E.M.T.V. 
§ 36) Por exemplo, 

(5 a s b 4 ) 2 = (5 ) 2 X(a 3 ) 2 X(£> 4 ) 2 = 25 Xa 6 X6 8 = 25 a 6 b 8 
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Para extrair a raiz quadrada de um monomio, extrai-se a raiz 
quadrada de cada um dos seus fatores, e multiplicam-se os re- 
sultados. Por exemplo, 

V9a 4 6 8 c 12 = xVc 15 = 3 Xa 2 X5 4 Xc 6 = 3 a 2 6 4 c 6 

Ora, um monomio <§ um produto; e o produto dos fatores 
numericos e literais que o constituem. Podemos pois dizer que: 

Para extrair a raiz quadrada de um 'produto, extrai-se a raiz 
quadrada de cada um dos seus jatores e, em seguida, multiplicam-se 
os resultados. 

Se um dos fatores nao for quadrado perfeito, a raiz quadrada 
deste fator sera apenas indicada. Por exemplo, 

V9a 4 6 2 c = VfFxVa 4 xVb 2 XV~= 3Xa 2 X&xVc~~= 3 a 2 Wc~ 
V9X16X10 = V<T X Vl6 X VlO = 3 X4 X VlO = 12VlO 

Depois destes exemplos 6 facil estabelecer que: 

Para extrair a raiz cubica de um produto, extrai-se a raiz cubica 
de cada um dos seus fatores e, em seguida, multiplicam-se os re- 
sultados. 

Se um do's fatores nao for um cubo perfeito, a raiz cubica 
deste fator sera apenas indicada. Por exemplo, 

3 3 3 3 3 3 

V8a 3 6 = V8 xVa 3 xV& = 2XaxV& = 2 aV& 

8 3 _ 3 3 3 3 

V8X27X10 = V8 xV27 xVlO = 2X3xVlO = 6VlO 

Para extrair a raiz quarta de um produto, extrai-se a raiz quarta 
de cada um dos seus fatores e, em seguida, multiplicam-se os resul- 
tados. 

Se um dos fatores nao for uma quarta potencia exata, a raiz 
quarta deste fator sera apenas indicada. Por exemplo, 

4 4 4 4 4 4 

Vl6 a 8 b = Vl6 xVa 8 xV& = 2 Xa 2 xVb = 2a 2 VT 

V 16X81X5 = Vl6 xV 81 X V5 = 2X3xV5 = 6 a/5 


E assim por diante. 

Podemos agora concluir com o teorema fundamental do 
cdlculo dos radicals. 
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Para extrair a raiz enesima de um produto, extrai-se 
a raiz enesima de cada um dos seus fatores e, em seguida, 
multiplicam-se os resultados. 

E em linguagem alg6brica escreveremos: 

V abcd = \j a \jb yjc \j~d 


42. Simplificacao dos radicais. Simplificar um radical 
6 transforma-lo em outro eqiiivalente, cujo radicando seja menor. 
E’ uma transformagao muito util, porque nos permite evitar, as 
vezes, a extragao de uma raiz, operagao sempre trabalhosa. Supo- 
nhamos que nos pedem V50, com erro inferior a 0,001. E’ neces- 
sario extrair _a raiz quadrada de 50,000 000. Assim procedendo 
acharemos V50 = 7,071. (E.M.S.V. §49) 

Entretanto, chegaremos a este resultado, com menos trabalho, 
e de um modo bastante simples e elegante. Com efeito, 

V50 = V2X5 2 

E, de acordo com o teorema fundamental do calculo dos 
radicais (§41) teremos: 

V50 = V 2 X 5 2 = 0^2 

Ora, V 2 = 1,414 213 5...... Portanto, 

V50 = V2X5 2 = 5V2" = 5X1,414 2 = 7,071 

Observasao. Veremos adiante (§43) porque foi necessirio tomar ’\J~2 
com 4 algarismos decimals. 

Vejamos agora, com alguns exemplos, como se procede para 
simplificar um radical. 

I. Simplificar -\J7 2. 

Decompondo o radicando em fatores primos, acharemos 
72 = 2 3 X3 2 . Decompomos o fator 2 3 em dois fatores, um dos 
quais seja um quadrado perfeito, isto 6, 2 3 — 2 2 X2 1 . E escreve- 
remos : , — , 

V 72 = V2 2 X3 2 X2 

Em seguida, aplicando ao radicando o teorema fundamental 
do calculo dos radicais (§41), teremos: 

V72 « V2 2 X 3 2 X 2 - 2 X 3X-\/2~ = 6^2 
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0 fator 0, que fica a esquerda do radical, 6 chamado 
coeficiente do mesmo radical. E 6 V 2 significa 6 X ^2 ou 

V2+V2+V2+V2'+V2+V2: 

3 _ 

II. Simplificar V 80 . 

Decompondo o radicando em fatores primos, acharemos 
80 = 2 4 X5. Decompomos o fator 2 4 em dois fatores, um dos 
quais seja um cubo perfeito, isto e, 2 4 = 2 3 X 2. E procedendo 
como acima, teremos: 

3 3 3 3 

V80 = V2 3 X2X5 = 2xVfO = 2^10 

III. Simplificar ^38 880. 

38 880 2 

19 440'. 2 Decompondo o radicando em fatores ‘pri- 

9 720 2 mos, acharemos 38 880 = 2 5 X3 5 X5. Decom- 

4 860 2 pondo os fatores 2 5 e 3 5 em dois fatores, cada 

2 430 2 um dos quais seja um quadrado perfeito, teremos: 

121^3 

o 2 5 = 2 4 x 2 3 5 = 3 4 X 3 


1 . V 8 ~ 

2 . Vis 

3. V 32 

4. V 50 

5. V 72 

6. V 98 


9 720 2 mos, acharemos 38 880 = 

4 860 2 pondo os fatores 2 5 e 3 5 er 

2 430 2 um dos auais seja um quadra 

'till 2 s = 2 4 X 2 3* 

135 3 T> , . 

^ x ortanto, 

15 3 V38 880=V2 4 X 2 X 3 4 X 3 X 5 = 2 2 X 3 2 XV30 = 36V30 

0 o 

1 

Exercfcios. Serie XXI (*) 

Simplificar os radicais seguintes: 

_ i _ i 4 j 

/ 8 7. \/l28 i 13. V32 i 19. 5 V? 


7. "y 128 

8. Vl62 

9. \/200 

3 

10. \/16 
3 

11. \/54 


14. Vl62 

5 

15. \ ; 64 

5 

16. V96 

4 

17. "\ 80 

4 

18. V243 


18 i 12. \250 I 18. V243 ! 

(*) Convcm ler a Nota da pdg. 371. 


19. 5V8 

3 

20. 3^16 

21. 4\/27 

3 

22. 2\/40 

4 

23. 3 \/80 

24. ^a*b* 


27. ^IGaWc 

28. 2+7? 


30. 4\/a J 6 3 c 3 



31. 2'\Jx 3 y i z 

3 

32. a'\jaVc i 

33. b\]20bV 

3 

34. 2c\jcM 

35. 2 aVPP 

36. 36"\/PPP 

49. /( 
a — b\ ( 

50. 

V am 3 


37. V272 
3 

38. +1 375 

39. 3\/810 

3 

40. 34/2 662 

41. '\/567 


42. 4\768 


43. +64800 

3 

44/31,81 000 

45. +106 722 


46. V 151 875 

3 

47. 2+9317 

48. 3+16 562 


(a — 5) 3 

(a + 6) 3 


3 + 2a% + qb 2 
am 3 + 6m 3 


(ip)* 

2 / 2a 2 - lab + 2b 2 

V x 2 — 2xy + ?/ 2 


43. Transformagao de um radical em fra$ao decimal. 
Um engenheiro encarregado de construir um viaduto acha que o 
diametro de cada um do's pilares (supostos cillndricos) deve medir 
V2 metros. Mas ele nao pode dizer aos pedreiros que o diametro 
de cada pilar deve medir 4 / 2 metros; os pedreiros nao sabem o 
que isto significa. O engenheiro calcula V 2 com erro inferior a 
0,001 e diz aos seus operarios que o diametro de cada pilar deve 
medir 1,414 metros. 

O que vamos aprender neste paragrafo e a transformagao de 
um radical em uma fragao decimal com uma aproximagao dada. 
Lembremos que os radicais sao numeros irracionais. (§37) 

Queremos, por exemplo, calcular +50 com erro inferior a 0,001. 

+50 = +2X5 2 = 5/2 
E lembrando que + 2 = 1,414 teremps: 

+50 = 5X1,414 = 7,070 

Mas +50 estara realmente calculada com erro inferior a 0,001 ? 
A raiz quadrada de 2 e 1,414 mais uma quantidade cujo valor 
limite (isto 6, que nunea poderd ser atingido) e 0,001. Portanto, 

+50 = 5+2 = 5(1,414+0,001) = 7,070+0,005 
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Logo, 7,070 nao 6 um valor aproximado de com erro 

inferior a 0,001. A quantidade que esta faltando <$ superior a 0,001; 
6 igual, no limite^a 0,005. 

Portanto, ^50 pode ser igual a 7,070 ou 7,071 ou 7,072 ou 
7,073 ou 7,074. _ 

Tomando V 2 com 4 algarismos decimals, teremos: 

V50 = 5 y[2 = 5(1,414 2+0,0001) = 7,0710+0,000 5 

Desprezando 0,000 5 que e uma quantidade inferior a 0,001 
teremos: 

^50 = 7,071 (com erro inferior a 0,001 por falta) 

Como segundo exemplo, vamos calcular \450, com erro in- 
ferior a 0,001. 

V450 = V2X3 2 X5 2 " = 15^2“ = 15X1,414 = 21,210 
Como no exemplo anterior, 6ste resultado e suspeito. Com 
efe+o, 15 = 15(lj41 4 +0j 001) = 21, 210+0, 015_ 

Logo, 21,210 nao 6 um valor aproximado de V 4 50, com erro 
inferior a 0,001. O que esta faltando 6 superior a 0,001; e igual, 
no limite, a 0,015 e V 4 50 pode ser 21,210 ou 21,213 ou 21,217 ou 
21,218 ou 21,220_ou 21,223 ou 21,224. 

Tomando V 2 com 4 algarismos decimals, teremos: 

15\J~2 — 15(1,414 2+0,0001) = 21,213 0+0,0015 
O erro 6 ainda superior a 0,001. Tomando V 2 com 5 alga- 
rismos decimais, teremos: 

15^= 15(1,414 21+0,00001) = 21,213 15+0,000 15 
E desprezando 0,000 15 que <§ uma quantidade inferior a 
0,001, teremos: 

V450 = 21,213 (com erro inferior a 0,001 por falta) 

Destes dois exemplos deduzimos uma regra muito simples 
e importante para calcular expressoes da forma a V b, com 6rro 
inferior a 0,001. Se o coeficiente a 6 menor que a unidade, cal- 

eulamos -\jh com ties algarismos decimais. 
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Se 1 < a < 10, calculamos ^/b com quatro algarismos de- 
cimais. Se 10 < a < 100, calculamos V b com cinco algaris- 
mos decimais. Se 100 < a < 1 000, calculamos V b com seis 
algarismos decimais. E assim por diante. 

Observagao. E’ fdcil compreender qual o caminho a seguir para calcular 
a \/ b com um determinado numero de algarismos decimais. 

Exercicios. Serie XXII 
Sem extrair raizes, e sabendo que ...... 

V j[ = 1,414 213 5 ! = 2,449 489 7 

yj 3_ = 1,732 050 8 \ V 7~ = 2,645 751 3 . 1 

"V 5 = 2,236 067 9 | \ 10 = 3,162 277 7 


calcular os radicals que se seguem, com o erro indieado entre parenteses. 


1. Vjt (0,001) ! 4 - V 75 (0,001) \ 7. 25V 72 (0,001) 

2. -\Jl2 (0,000 1) [ 5. dV 24 (0,01) j 8. 5oVjO^ (0,01) 

3. V"l8 (0,000 01) i. 6.8V 63 (0,01) 1 9. 8oVl80 (0,001) 

44. O radicando fracionario. No calculo dos radicals 
6 conveniente evitar o radicando fracionario. Ja vimos (E.M.S.V. 
§51) como se extrai a raiz quadrada de uma fragao quando o 
denominador nao e quadrado perfeito. Por exemplo, 


I 2 = 1 2X3 = /6 ^ V 6 

V 3 v 3 X 3 v 9 3 


12 . , ; . 

E assim a expressSo cujo radicando e fracionario, 

fica substituida pela expressao isto 6, um radical cujo 

4 . . 1 

radicando e um numero inteiro e cujo coeficiente 6 -g- 

Do mesmo modo procederemos quando o indice do radical 6 
diferente de 2. Por exemplo: - 


I 2 = 2X5X5 

\ 5 V 5 X 5 X 5 


3X3X3 

3X3X3 


= 3 X 
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itegra, Quando o radicando e fraciondrio, multiplicam-se 
ambos os termos da jragdo por um numero tal que o denominador se 
transjorme era uma potencia exata, e do mesmo grau que o radical • 
ern seguida, extrai-se a raiz indicada de cada um dos termos da 
Jraqao. Por exemplo: 


, l a I ab 

'• Vt = 

VI- VI 


VI - Vi 

3 g 3 p 

V b 2 V // 


1X2X2 

2X2X2 


a 2 X b 
b 2 X b 


Exerclcios. Serie XXIII 


Transforms- os radicals seguintes em outros eqiiivalentes cujos- radi- 
candos sejam numeros inteiros: J 



45. Radicals semelhantes. Consideremos a seguinte ex- 
pressao: _______ 

3V2 + 5V2 + 7V2 + 8V2 * (A) 

E’ um polin6mio constituldo de quatro termos, e cada termo 
4 um produto constituldo de dois fatores; portanto, a expressao 
(A) pode ser escrita do seguinte modo: 

3XV2 + 5XV^+7XV"2 + 8XV~2 

Pondo ojator comum V~2 em evidencia, teremos: 

V2 (3 + 5 + 7 + 8) = V 2 X 23 = 23 ^2 
_ Portanto, o polinomio A ^constituldo por quatro radicais, 6 
equivalente ao monomio 23A ; 2. Mas esta transformagao foi pos- 
slvel porque o polinomio A e constituldo por quatro radicals se- 
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mdhantes, isto $ radicais que, anbom nao tenham o mesmo coefi 
amte tcm, entretaoto, o mesmo radicando e „ mesm^ndit. 
r D °\ S 0U mais radtca *s sao semelhantes quando tern 0 mesmo 

tttsttsr os ^ ~ - 

. ,4 s vezes > dois ou mai s radicais tern o mesmo Indice mao 
nao tern o mesmo radicando; logo, nao sao semelhantes. ’ 

I. Consideremos os radicais seguintes: 

V 12, V 27, V48, -\I~75 
Simplificando, teremos: 

V2-X3, V3“X3, VXX3, t[EY<Y 

2 V 3, 3V3, 4 5 Vs" 

Portanto, os quatro radicais dados Sao semelhantes. 

n * \ 5 Y’ 3 '\l l Y’ 5 ^~ 3 

Transformando^os radicandos fracionarios, teremos: 

\l l 4' 3 J±, 5 V? i ^6X3 3V«3 


A 6 

VV 8 


3 Vf 

■*V$ 

3 V 12 
3 ’ 


4V3 

3 

4-VT 

3 


5^[3 

5^3 


2 V3, 5V3 


E verificamos assim que os tres radicais dados sao semelhantes. 
Exerclcios. Serie XXIV 


L Vs, Vis, V32, Vso 

3 3 3 3 

2 - V 2 , v'lfj, V54, -Vl28 

3. Vl28, VlS, V72, v'200 


/ 3 / 27 

V 4 ’ V 16’ 


5. VS* 2 , VlS* 2 , V32.r 2 

6. V2a 3 6 3 , Vl6a 3 6 3 , 
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, A/ 18 (a -by 

! 9. Vl62, S/512, 5^32, 

jci 2 

9 a 2 

i ">• >/& \lk’ \l 

Jr 

\ 8 


46. Redugao de radicals ao mesmo mdice. Os radi- 
3 

eais a/~ 5 e a/~ 5 tern o mesmo radicando, mas nao tern o mesmo 

indice; logo nao sao semelhantes. ’ Entretanto, e sempre P° ss ^® 
reduzir dois ou mais radicals ao mesmo indice, isto 6, transform - 
los em radicals eqiiivalentes, tendo todos o mesmo m ice. 

Teorema. Multiplicando ou dividindo o indice de urn r - 
dical, e o expoente do radicando par um mesmo numero, o valor 
do radical nao se altera. 

n 

Com efeito, ' fT. " (E.M.T.V. §43} 


v a ^ a 

v _ rn 

Multiplicando ou dividindo os dois termos do expoente — > 
por um mesmo numero r, ele nao muda de valor, logo, 

n mr m-r-r 


m nr n -*-r 

a = a =a 



C.Q.D. 


De acordo com este teorema, 

6 2 9 3_ 8 * 

^o 16 = ; V® 12 = ; V a 1 4 = w 

Obscrvagao. Antes de efetuar uma operagao qualquer com 
fracoes ordinarias, e indispensavel simplifica-las, tornando-as lr- 
redutiveis. Analogamente, antes de efetuar uma operagao qual 
quer com radicals, e indispensdvel simplijicd-los, dividindo o 
expoente do radicando e o indice do radical por um mesmo 
numero, se for possivel. Por exemplo, 
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3 4 

Calcular a/7 6 + a/ 28 + a/ 2 , com erro inferior a 0,001. 

Simplificando os dois primeiros radicals, teremos: 

+ V 2 * + = V7 2 + V2 2 + V 2 

= 49 + 4 + 1,414 
= 54,414 (com erro inferior a 0,001) 

O teorema inicial deste paragrafo nos permite reduzir radicals 

ao mesmo indice. . ,. . 

Tomemos, como exemplo, os segumtes radicals: 

3 4 5 

A/a 5 , V a 5 , ifa, a/ ° 2 

Em primeiro lugar observemos que nenhum destes radicals 
pode ser simplificado; por aqalogia com as fragoes ordinarias 
podemos chama-los radicais irredutiveis. 

Isto posto, determinemos o menor multiplo comum dos indi- 
ces’ e 60 Se dividirmos 60 por cada um dos indices, os quocientes 
destes quatro divisoes serao 30, 20, 15 e 12. Se multiplicands 
o indice do primeiro radical, e o expoente do radicando, por 30, 
do segundo, por 20; do terceiro, por 15; e do quarto, por 12, 
nenhum destes radicais mudara de valor, e os quatro ficarao 
reduzidos ao mesmo indice. Na pratica, podemos proceder de 
acordo com os dois modelos que se seguem. 

T Reduzir ao mesmo indice os radicais 



3 

4 

5 

l 


-\/ a 5 

■yj a 

a/ a 2 

\ 

(30) 

(20) 

(15) 

(12) 

; M. (2, 3, 4, 5) = 60 
| 

60 

Va 90 

60 

A/a 100 

60 

A/a 15 

60 

a/^ 

1 

f 

I 


II. Reduzir ao mesmo indice os radicais 

IfFb ^ 'Jjrr i 

(4) (3) (6) (2) | 

12 12 12 12 } 

■\la s b‘ l yla A b 3 -yJa 6 b 12 ! 


-yjo/’b" 


M (2, 3, 4, 6) = 12 
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Comparando a' redugao de fragoes ao mesmo denominador 
pelo processo do menor multiple comum, (E.M.P.V. § 130) com a 
redugao de radicais ao mesmo Indice, observa-se uma analogia 
muito interessante entre estas duas transformagoes. 

E’ tambem Util observar que, reduzir radicais ao mesmo in- 
dice, nao significa tornar semelhantes estes mesmos radicais. Consi- 

3 _ 

deremos, por exemplo, os radicais V5 e V5 . files tern o mesmo 
radicando, mas nao tern o mesmo Indice. Logo, nao sao seme- 

8 6 

lhantes. Reduzindo-os ao mesmo Indice, acharemos V5 3 e V5 2 ou 

VI25 e V25. Agora eles tern o mesmo Indice, mas os radicandos 
sao diferente§; logo nao sao semelhantes. 

Exercicios. Serie XXV 


Reduzir ao mesmo indice os seguintes grupos de radicais: 


3 4 6 

1 . V a , V a 2 , l/«‘. ^~a r 

3 4 6 8_ 

2 - V 2 , V 2 , V2, V2 

5 4 10 

3. V ab , V ab , V ab , -\j ab 

4 ; 8 16 

4. -\a 2 b, -yjab 2 , ^ ab , -\ja 2 b 2 

3 4 _ 12 _ 

5 . \x*y, -\jx 2 y, sj xy*, \/' y 3 


6. 5\/2, 


3 4 

/~o" V 2 V 2 

‘ ’ 2 ’ 3 


2 ’ 3 

— j — : 

4 

1 2 

2 

2 2 . 2 3 > 
3 

2 t 

4 

a 4- & , 

0 

1 

cr 

6 

/ 

6 


47. Comparagao de radicais. Da- 
dos os dois radicais ao lado, pergunta-se 
qual e o maior dos dois. Para responder 
a esta pergunta e bastante reduzl-los ao 
mesmo Indice. 


3 5 

Vb, - \Jl5 

15 15 

V- 5 , V<^ 3 

15 15 

Vd2 5, -yjy375 

5 3_ 

Vi5 > V 5 
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Vf. v. 


3 3 

4. 3 y 2 , 2 aJ 5 , 5-\/4 


Exercicios. Serie XXVI 

' Escrever em ordem de grander decrescente os radicais dos grupos seguintes: 

!• Va. V2-3 j 4. 3 V2, . 2VT, sVT 

2. Vo 2 , V« 3 , V®* -j 5. V 7 , 

3 ' VI' VI . | # ft J® 

SC os coejicientes e multiplica-se esta soma pelo radical comum. 

L ^ + Vl8 + V32 -f V50 

V2^X2 -f V3 2 X2 -f V2^X2 + V5-X2 = 

2V2 + 3V2 . + 4V2* + 5V2 = 14V2 - 


14V 2 


IL ^ + 2V24' + 5V8I + VI92 = 

3 3 g 

V3 + 2V2 a X3 + 5V3 a X3 + V2«X3 = 

3 ,_ 3_ 3__ 3 

A3 +2X2V3 +5X3V3 -f 4VF = 

+ 4V3 + 15VJ + 4^3" 

III. 3V 50 -f 5 V 3 + 2 V 2 -f 2Vl2 = 

3A/5 2 X2 + 5V3 + 2V2 + 2xV2 2 X3 = 

3X5V 2 + 5V3 + 2V2" +2X2V3* = 

15V 2 -f 5V 3 4_ 2V2 4- 4VT — 

17V2 4 - 9 V 3 

Exercfcios. Serie XXVII 
Efetuar as seguintes adi^oes : 


3 

24 V 3 


1. 3V27 4- 5Vl2 4- 2\/48 

2. ^48 Vl2 V27 

2 + 3 + ~ 


! . 2V 2 , 3V18 , Vso 

; 3 - ~r + -T- + V 

• 4. S^a 3 4- 3V40 3 " + 7V9U 7 
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5. V200 + 5 \ 50 + 3\283 

6. + V 250 + 3\'l92 

; a/84 , \525 

7. V 1701 + V + — 


3 3 _ 

3 ,_ 3^128 , 3\ 250 

9 . ^\'16 H ^ i 5 


10. \ 363 + V588 + V972 

11. 2\U + + 3^27 + yj-J 

12 - \li + "vlf + 3 \|i + \l ^ 


8 . s^. + s?te + 3 t» j i 2 . j+^r+ylr 

13. 3\'8(o + b) + 5^18(0 + &) + ^50(a + 

3 3 3 3 

• 14. ^T» + 2 V54^+3Vl28a^ + 5V250a^ 

49 Subtract, de radicals. Para calcular a dijerenga entre 
dois radicals simplijicam-sc os mesmos; depots, se j or em seme- 

meiro, e multiplica-se 0 resto pelo radical comum. 

I 15 - loVa = 15V a — lOV a = 5 Va 

II. 2^/320 - 3V40 = 2V2^X5 - 3V^X5 

3 3 

_ 2 X 2 2 V 5 - 3X2\ 5 

3 3 3 

= 8V 5 ~ 6 \ 5 = 2 \ 5 


III. 2 


S-^t- 2X ^- 3X ^ 


Vl5 Q v VIS 

2X 3 _3X_ ^ 

2a/15 3^15 

I 3~~ 5 

10Vl5 9-^15 = Vl 5 

15 15 15 
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Exercicios. Serie XXVIII 

Efetuar as subtragoes seguintes : 

i-r \ 3 3 

1. 3V60-5 { 3. 7Vl92-2V^81 


1. 3^50-5 Jj 

2. 5V§8 - V63 


3 3 ; 

7. 10^16-3^-81 i 


8. '\j64a 3 b-'\j25ab 3 


5. 10V50-3V32 

3 3 

6. V-250-V-1 6 

-^Wa% 3 


i 10. 
I 


2 _ l± 

\ 5 \ 40 


Calcular as expressoes seguintes, com erro inferior a 0,001. 

11. 3\¥ + 5 V18 - v'32 + V 50__ 

12. 5\f50 - 3V 8 + 2 V 2 - 4^32 + ^200 

13. V^-Vs^ + sVlS^-VQSa 2 

14. 5^1f + 7 V 12 - 3^50 - 2^27 + V200 + V300 

15. 5 A j2- 3 >Jl +4 ^ + 

50. A raiz quadrada de 3. E’ 1,732 050 8... (com erro in- 
ferior a 0,000 0001 por falta). E um numero que aparece com muita 
freqiiencia nos problem's de Geometria e Trigonometna, prmcipal- 
mente em se tratando de um tnangulo equilatero. Portanto, 6 

conveniente saber de cor que V3 = 1,732 050 8... 

Observa?ao. Durante alguns dias consecutivos, o professor perguntard 
h classe: V 3 ? E a .classe, em coro, responder^ : 17-32-05-08. E estard de- 
corada a raiz de 3, com 7 algarismos decimals. 

51. Multiplicasao de radicals. Ja aprendemos que 


■\jabcd. . . = V a ^ ^b~X V c X 's/d. 
Portanto, 6 evidente que 


(§41) 


Va X ^’0 X Vc X jd . . • = ^abcd. . . 

Regra. Para multiplicar dois ou mais radicals com o mes- 
mo indice, e bastante multiplicar os radicandos, e colocar 0 produto 
sob um radical com 0 mesmo indice dos radicals jatores. 

3 3 3 3^ 3 r — 

Por exemplo, V 2 X V 3 X V5 X y/i0 = yS00 
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Para multiplicar radicais com indices diferentes, £ necessario 
reduzi-los, preliminarmente, ao mesmo indice. For exemplo, 

_ 3 6 6 6 . 6 

V5 X V2 = Vs 3 X V2 2 = V125X4 = V5Q0 ( § 46) 

Na pratica nao se deve mfetuar a multiplicagao dos radi- 
candos; convem apenas indica-la para simplificar a decomposigao 
do radicando em fatores primos, e a conseqiiente simplificagao 
do radical. Exemplo: 

V8X V6X VTx Vl5 X V2~= V2 3 X2X3X5X3 X 5 X 2 

= V2 4 X 3 2 X 5 2 X2 
= 6OV2 

= 60 X 1,41421 

= 84,852. (com erro inferior a 0,001) 
Retomando a expressao (A) do paragrafo 38, teremos: 

V 6 XV10XV15XV28XV63 = V2 X3 X 2 X5 X 3 X 5 X 2 2 X 7 X3 2 X7 

” = V2 4 X3 4 X5 2 X7 2 

” = 2 2 X3 2 X5X7 

= 1 260 * 

Este exemplo mostra, com eloqiiencia, toda a beleza do cal- 
culo dos radicais. 

Exercxcios. Serie XXIX 
Efetuar as operagoes abaixo indicadas : 

1— 1— — i 3 _ 3 _ 3 __ 1 4 _ 4 

1. V 3 XV 6 xVl8 ! 2 . V9 Xa/3 xV81 J • 3. ^a*bX^ab> 


4. \/8xy X V2*V X V3xjr 

5. 3V2"X 4V3 X 5V8 

6. 3\ f 5~X Vl5 X 4\10 


3\10 7 V 15 5a/¥ 

7 X 10 X 2 

10 yre Vi Vsi 

' 2 X 3 X lo" 


7. 5V6 X 2V14 X v7 . ! 10 - IT X X Vo 

11. V 2X \/3 X \'4 X V5* X V'Tx X \ f 35 ■ 

12. vlO X 2V20 X 3\/30 X 4\ ! 40 X 5\50 X 6\60 

r , WI v 2 \/27 3V50 7 V 48 * 

4 X “ 3 X 1“ X 4 
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14. V20 + V3XV15 + 7\/5 + 2Vl5 X 3V 3+ Vl25 

15. 3\2 X 5V3 -2\24 + 7 \27 X 5\50 -\.242 X \300 


16. (a+yb) 2 J 21. 

17. (a-V^) 2 | 22. 

18. (3a+2V&) 2 j 23.' 

19. (3a -2 V&) 2 I 24. 

20. (■ \Jx+\y ) 2 | 25. 

31. ~h \b )('\Ja — \b ) 

32. (2\jx-\-3\y )(2 \ x — 3\V ) 

33. (3 Va +4 V& )(3\ a — 4 \ 6 ) 

34. (5yjx+4:\y )(5 \/x - 4 Vv ) 


21. (V*-Vy) 2 

22. (3V*+2 Vf) ! 

23. ' (3 \/aT- 2 \/?7) 

24. (V2a+V36) 2 

25. (a,2^~V36) 2 


^) 2 ! 26. (5 a+^b) 2 

VV) 2 j 27. (2\a + 36) 2 

!\^) 2 | 28. (V^ 

W ; 29. (3\x+2?/) 2 

^36) 2 j 30. (5x+3 V^) 2 

35. (^2+^3)(,5y]2+4^3) . 

36. (3 V5+2 V3 )(4 V2~- 7-\/3 ) 

37. (5Vl0-3V5)(4V2~-3V4) 

38. (3x'5"- 5V2) 


39. (V2 + V3 ) 2 - (3V3+2V2 ) 2 + (5V2- 5^3 ) 2 = 

40. (2V5+3V3) 2 - (4“\/5- 5\/3) 2 +(V5 + V3)(V5"- Vs) = 

» n n 

52. Divisao de radicais. Javimosqu e^JaX^Jb = ^ab. (§51) 

n » n 

Portanto V^6 4- V®~ = V J - Podemos entao concluir que: 

- . P e 8 ra * I era dividir dois radicais com o mesmo mdice, 

divide-se 0 primeiro radicando, pelo segundo, e coloca-se 0 quocien- 
te sob um radical corn 0 mesmo indice dos radicais dados 
3 3 3 

Por exemplo, V81 4- V 3 = V27 = 3. 

Para dividir radicais com indices diferentes, dnecessario 
reduzi-los, preliminarmente, ao mesmo indice. Por exemplo • 

3 6 6 6 6 6 

V 25 4- V5 = V^S 2 4- Vs 3 = VS25 4- Vl25 == Vs~ 

. Q uar *4o os dois radicais dados tern coeficientes, e preciso, em 
primeiro lugar, dividir os coeficientes. 


1^4 -&VlP=fJ~ 

b \ y 


Com efeito. 


a / x 

TV 7 


x (77= t\/- = “VT 
0 v y 


Por exemplo, 35V50 4- /V^^ sVlO. 
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Se o primeiro radicando nao 6 divisivel pelo segundo, indica- 
se a divisao e simplifica-se o quociente. (§44) 


r- r- f 3 /15 V 15 

Exemplo. 5/3 + \ 5 ~ yj 5 \ 25 5 


Exercicios. Serie XXX 


1. 5x/l62 -5- 3\/ 2 ‘ 4. V 720 3V 10 | 4 AJ 3" ~ 5 SI 9 

2. 7V® 7 V s ’ ! 5 ‘ 3\fl323 + 5^1 250 J 8. y yj ~2 ' 4 "\/ 5 

3. V363 4- Vl2 ! 6 - ^ ' 9 * T 10 " S' "5 

« | s 3a |2x 

¥\ y ' 5b\3y _ _ 

11. Vl92 +10 \90 2\2 - 7\ ; 6X\'2+4 >j-f - | 

12. V50 + SV8 X 5V§2 + ^ ^ de ^8 

*7\Iac\ 1 — i 3a/ 8 X 5\/45 

13. -X= X a/98 + 3 \ 900 4 = ^ - 

2a/ 2 

52. Potenciagao de radicals. Para elevar um radical a 
uma pottncia qualquer, e bastante elevar 0 radicando a esta polencia. 

Vamos mostrar que OzY 
Por definigao, 

/4'" r \5 4_ 4 4 — 4 4 

W ) = A /® 3 xVa 3 XV « 3 xVa 3 X V ® 3 

Ora, para multiplicar radicais com o mesmo indice 6 bastante 
multiplicar os radicandos. (§51) 

Portanto, (^ 3 ) = 

E, de um modo geral, ( q™) = yj CL™* 


7 * 4 ■%/ 1" ^ 5 %/ 9 

3 IT^_3 1 2 

8 ‘ 2 \ 2 ‘ 4 \ 5 

„ 3 IT . _5 /I 

9 - T\l0 8 \ 5 
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Exercicios. Serie X X XI 

1. (2#) 4 + (3V2 3 ) 4 + (5A/2 5 ) 2 = 

2. 5(V^) 3 + 4(V^) 10 + sWo 4 ) 6 = 

/ /TV ( '/TV- '* a X ^ = 

3 * ("S/2/ : \\ 8 ) i ‘ (V27) 3 5 aJ2 

54. Radiciagao de radicais. Para extrair uma raiz qual- 
quer de um radical, isto e, para substitmr um duplo radical, por 
um radical simples, e bastante multiplicar os indices. 

Vamos mostrar que J yjd = yjd- Fagamos J yja ~ x - T 

Elevando ambos os membros de (1), a terceira po^ncia, 

yJa = X (2) (§ 4 °) 

Elevando ambos os membros de (2), a qnarta pottecia, 
teremos: (Z = 3J 12 (3) (§40) 

Extraindo a raiz d6cima segunda de ambos os membros de (3), 


teremos: 




Porem, X = \ \ CL • For tan to, 


E, de um modo geral, a = \l a 

. * / 

Exercicios. Serie XXXII 

VSS . I fe>:- I ‘ 

VS . : 1 (f Vi)’’- i * 


' v(T 
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55. Frances irracionais. As v6zes, o denominador de uma 
fragao 6 irrational. E’ o que aconteee, por exemplo, com a fragao 

VT Se quisermos calcular esta fragao com erro inferior a 0,001 
a operagao sera algo aborrecida. Com efeito, fazendo V ~2 = 1 414 

3 -f- V 2 = 3 -s- 1,414 = 3,000000 1,414 

3,000000 -4- 1,414 = 2,121 

Ora, esta divisao pode ser evitada; a expressao ~= pode 

ser calculada muito mais rapidamente, e de urn modo 2 muito 
simples e elegante. Ja sabemos que, multiplicando ambos os 
termos de uma fragao, por um mesmo numero, o seu valor nao 

se altera. Portanto, 

_3 3V2 _ 3V2 

V2 v?V? ~ 2 

Com esta transformagao tao simples, o denominador da 

fragao ~ , que 6 irrational, torna-se rational; como se diz em 

Maternatica, o denominador fica racionalizado ; da-se a esta trans- 
lormagao o nome de racionalizagao do denominador. E teremos: 


4,242 


= 2,121 


3,464 


3_ = 3V 2 = 3V2 = 3 X 1,414 _ 4,242 
V 2 V?V? 2 ' ~ 2 ~ 2 = 2,121 

De um modo analogo, 

_2 _2V3 _ 2 V? 2 X 1,732 3,464 / 

V 3 V3 V3 3 - 3~ “ — = 1)154 

Regra. Para racionalizar o denominador de uma jragdo 
multvplicam-se ambos os termos desta jragao por um jator que lorne 
racionai o seu denominador . 

£ste fator 5 chamado jator racionalizante. 


2 X 1,732 
3 


= 1,154 


Exercicios em classe 

I. Tornar racionai 0 denominador da fragao 
racionalizante e V2. Portanto, 


O fatOr 
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_5 5V2 ' 5V 2 _ 5V 2 

3^~2 3^~2^[2 3X2 “ 6 

II. Tornar racionai o denominador da fragao O fator 

racionalizante 6 V?- Portanto, 5 V 3 

3^2 = 3V2~V? = 3V? _ V? 

5V3 5V3V3 5X3 5 

III. Tornar rational^ o denominador da fragao —=- — -■ O 

fator racionalizante <5 V?~V?- Portanto, V 3 +'V 2 

-_ 7 = 7(V3^V2) = 7(V3-V¥) _ _ p - „ 

V3+V 2 (V 3+V 2 )(V3-V 2 ) 3-2 ^ 

IV. Tornar racionai o _denominador da fragao — O 

fator racionalizante e 3 + V2. Portanto, 3 ~\ 2 

— = 5(3 + V2) . _ 5(3 + V 2 ) 5(3 + X 1 ?) 

3-V 2 (3 — V 2 ) (3 + V?) 9-2 ~ 7 

V. Tornar racionai o denominador da fragao — lj~ ^ 5 — . 

O fator racionalizante e 3^5- 2^3. Portanto, 3 V 5 + 2 V 3 

4 +V 5 = (4+ Vs) (3 Vs — 2 V3 ) _ 1 2 V? + 1 5 - 8 V-3 - 2 VT 5 

3V5+2V3 (3V5+2V3)(3V5-2V3) ~ 9X5 -4X3 

15+1 2 V5 - 8V?- 2 VI 5 15+1 2 V?- 8 a/?— 2a/T5 

' 45-12 33 

Exercicios. Serie XXXIII 

Calcular com erro inferior a 0,001 as expressoes que se seguem, racionali- 
zando previamente o denominador. 


5 

3-V? 


1 . 

V 2 

! 3 . £1 

V 5 

! - 8 
3V? 

b 15 

<• 7. — = 

J 4+ 5 

0 6 V? i 

9. | r 

:3V 3 1 

n. 7 + 
2V 5 

2 - -p 

V 3j 

j . 121 
4 . — — - 

1 V 6 

! 6. -L 

1 2V 3 

12 

« 8. - 
| 5^/6 

nSg i 

3 V 2 ; 

i 2 . +L 
5V 3 


V bS /- rva V£°- testes 12 exercicios ocorrem com freqticsncia os radicals 
\'2, V 3 > V 5 e \ 6, cujos valores aritmeticos estao nos Exercicios, s6rie XXII. 
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13. 

7 

2 +V ~2 

V 5 

18. - V 
3+V 3 

3V 2 

23 ‘ 

, 

14. 

3 

3-V"2 

vt 

19. V i — 

7-V 2 

5 V3 ' 

24. 5 = 

4\'5 -3V 2 


5 

V ~8 

25. 3+ ' , C 

15. 

5+V"3 

^ 0 . 7 = i— 

V 5 +V 2 

V 6 — V 2 

16. 

10 

4 — ^5 

21 

V 6 -V 2 

26. 4 

2 V 5 - V 3 


12 

! 1 4V"3 

„ 3^3 +5V^ 

17. 

2 +V "0 

1 ' V 2 +V 3 

‘ 7V5 - 2 V 3 


56. Os numeros imagin&rios. Ja vimos que nao existe 
um numero inteiro ou fracionario, positivo ou negativo, r&cxo- 
nal ou irrational, cujo quadrado seja-25 ( menos 25) (§§23 ed/). 
A expressao *^25 <5 chamada, em Matematica, numero 

■’ V-2, V^3, V=4, V=5, WTo, etc., enfhn, 
as raizes quadradas de numeros negatives, sao numeros lmagi- 

narios. 3 ... 

Entretanto, V- 8 nao 6 um numero imagmano, porque 

V - 8 = — 2. Com efeito, (— 2) 3 = — 8. 

Mas a raiz quarta de um numero negativo 6 um numero 

4 _ ' 

imaginario; V - 16 6 um numero imaginary, porque nao ^a um 
numero positivo ou negativo, cuja quarta potencia seja negativa. 

6 Entretanto, V - 32 nao 6 um numero imaginario, porque 

V - 32 = -2. Com efeito (-2) 5 = -32. 

Em resumo, o numero imaginario 6 uma razz com indice par 
de um numero negativo. 

Para se distinguirem dos numeros imagindrios, os numeros 
inteiros ou fracionarios, racionais ou irrationals, positivos ou nega- 
tivos, tom am o nome de numeros reais. 
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Consideremos o numero imaginario V — 25. Transformando 
o radicando em um produto de dois fatores, a saber, 25 e 1, 
teremos: 

^125 = V25H) . ' - = 5xV— 1 = 5V-1 (§42) 

Ora, sendo V^M um numero imaginario, ‘6 evidente que 
5 VTI i tambem um numero imaginario. A transformagao que 
fizemos com o numero V - 25, teve por fim isolar o numeio V 1- 

Da-se ao numero V- 1, o nome de unidade imaginaria 

Em Matematica, a unidade imagmaria e representada pela 

letra i : de modo que, salvo aviso em contrario, 1 sigmfica v - 1. 

Um numero imaginario qualquer pode sempre ser translor- 
mado de modo tal que se ponha em evidence a unidade ima- 
ginaria. Por exemplo, 

3 V -T6 = 3 VI 6 FI) = 3X4XV-1 = 12 i 
5V"-36 = 5V§6(— 1) = 5X6XV-1_= 30 i _ 

2V--5 = 2V5H3 = 2XV5XV-1 = 2iV_5 _ 

4 V^50 = 4V2X25XC-1) = 4X5XV2XV-1, = 20*^2 

Exerclcios em classe 

Simplificar as seguintes expressoes : 

1 . 2 V ^49 ; 4 . ; 7 . sV^ j 10 . 3 V -12 

2. 3a /^64 ; 5.4V -2 J 8. 2V^6 j 11. 4 V -27 

3 . 5 V r 100 | 6 . 7 V - 3 ! 9 . 5^-8 J 12 . 2 ^ - 32 

57. O quadrado da unidade imaginaria. Se pedirmos 
a um estudante que calcule o quadrado da unidade imaginaria, 
ele talvez faga o seguinte calculo: 

j-2 = V^l X V- 1 = V(- 1)(- 1) = +1 (§51) 

Pois bem; este estudante tera cometido um erro grave, por- 
aue a regra que ele seguiu so 6 verdadeira no cdlculo aritmetico 
dos radicais e nao se aplica, em geral, aos numeros imagmanos. 
0 quadrado da unidade imaginaria 4, por defimgao, 1. 

(V^T ) 2 = - 1 
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E diremos: 

A unidade imaginaria ■ e o numero cujo 
quadrado e l. 

58. As potencias da unidade imaginaria. Para facilitar 
o calculo com numeros imaginarios, 4 necessario que o estu- 
dante conhega bem as diferentes potencias da unidade imaginaria 

= +v-.+; 

(\ “O' ■ I 

(V—) 3 = (VP) 2 : VP ■ = ( - 1 )VP _vpP 

wp> 4 = (vpnvpx = (-o(- o ....... =+ i 

(V - I) 5 = (VP) 4 VP - (+ ])aPT +V~ = + i 

(V - 1) 6 = (VP) 4 (VP) 2 = (+ 1)( - 1) = _ ! 

(VP) 7 = (V-1 ) 4 (VP) 3 = (-hX-aPI) _VP = 

(VP) 8 = (VP) 4 (aP) 4 = (+1)(+I) ■ , +1 

(VP)“ = (VP) S V-i = (+i)VP +VP - + 

E assim por diante. Resumindo este quadro, teremos: 

* 1 I • 2 • K . . « 7 


i 1 = 

+ i 

i 

i 

! 

-i 5 = + i 

i 

i 

i 

t» = 

+ i 

i 2 = 

- 1 

i 6 = - 1 

i l0 = 

- 1 

i 3 — 

— i 

I 

! 

i 7 = — i 

i 

i 


— i 

i 4 = 

+ 1 

I 

1 

i 8 = + 1 

i 

i 

i l2 = 

+ 1, etc 


Os numeros 3 + 5 i, 2 — 7i, 5 + 3 i, etc., sao chamados numeros 
complexos. A forma normal de urn numero complexo 4 a -f- hi, 
sendo a o numero de unidades reais, e b o numero de unidades 
imaginarias. Quando b — 0, o numero complexo se reduz a um 
numero real, a. Quando a — 0, o numerb complexo se reduz ao 
que se chama um imaginario puro, isto 4, hi. 

Dois complexos da forma a + hi e a — hi sao chamados con- 
jugados. Por exemplo, 5 + 3i e 5 - 3 i sao complexos conjugados 
ou imagindrios conjugados. 

A soma de dois imagindrios conjugados e um numero real Com 
efeito, (a +. hi) -f (a - hi) = 2a. 

0 pi odulo de dois imaginarios conjugados e um numero real. 
Com efeito, (a+bi)X(a-bi) = a 2 -b 2 i 2 = a 2 -b 2 (- 1) = a 2 +b 2 . ' 

. Obseryacao. Os ntimeros imagindrios aparecerao mais tarde na resolu- 
§ao dos problemas do segundo grau. 


Capittjlo V 
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. , . 59 ‘ Preliminares. Consideremos um polinbmio racional 
mteiro e do 2.° grau em relagao a letra x (E.M.T.V. §28) nor 
exemplo, 3x 2 - 7x + 2. Igualando-o a zero, teremos a equagao 

3x 2 - 7x + 2 = 0 (A) 

A equagao A 4 uma equagfio'do 2.° grau com uma incognita, 

Uma equagao com uma incognita e do segundo grau 
quando, sendo nulo um dos seus membros, o outro e do 
segundo grau em relagao a incognita. 

Examinemos, agora, as equagoes seguintes: 

5x 2 + 30x =■ 0 (B) | Tamb4m sao equagoes do segundo 

7x 2 — 42 = 0 (C) i & rau - Mas, o primeiro membro de cada 
3x 2 = 0 (D) [ uma A da s equagoes B, C e D nao 4 um 
1 polinomio completo, em relagao a x: no 
primeiro membro de (B) falta a polencia zero de x; no pri- 
meiro membro de (C) falta a primeira potencia de x; no pri- 
meiro membro de (D) faltam a primeira potencia e a potencia zero 
de x. 4 ara distmguir a equagao A, das equagoes B, C e D, diremos 
que a equagao A 4 uma equagao completa e as outras tres sao 
equagoes mcompletas. Portanto, 

A equagao do segundo grau com uma incognita e comvleta 
quando contem : ’ 

1. °) Um termo em que x tern o expoente 2, termo fate cujo coeji- 
C pda letra ^ niimer0 f l ual( l uer Q ue > em Qeral, e representado 

2. °) Um termo em que x tern o expoente 1, termo este cujo co- 

ejiciente pode serum numero qualquer, representado geralmente ve- 
la letra b. * r 

3°) Um termo em que x tern o expoente zero ( portanto nao 
contem x) termo este que e geralmente representado pela letra c, e 
que e chamado termo conJhecido ou termo independente da 
incognita. 
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Donde resulta que a forma normal de uma equagao completa 
do segundo grau com uma incdgnita e: 

ax 2 + bx + c = 0 

E a forma normal das equapOes incomplete do segundo gau 
com uma incdgnita, isto i, das equajoes B, C e D, e a segm • 

ax 2 + bx = 0 a* 2 + c = 0 ax 2 = 0 


- rr*l£dYrc« 

’S.troque eont.m xt 

“‘“(TcXX Jtad. s» dif.re.te de rero <e« a fosse n.lo . equa 5 ao 

nao seria do segundo grau) teremos: (E.M.T. V. 79). 

\ »x..o / ' ' l *-° / 1 * *° > . 

Pnrtnntn a eauacao ax 2 = o tem duas raizes nulas, e nao mais trata- 
remos ^sCa“oe» q dSta forma, .0 decorrer das piginas que » seguem 

Podemos super que o coefioiente a da equa 5 ao do segundo 
grau com uma incdgnita <j sempre positivo porque se nao o f , 
ambos os membros da equasao serao multiplicados por J. 

exemp'o, _ _ 7 _ 0 . • , ^ -fa + 7 = 0 

- 7 -s + Sx = o 

_ 4x 2 _|_ 20 = 0 . ■ ■ 4x 2 - 20 - o 


Os coeficientes a, b e c sao os paramctros da equapao. 

60. A radiqiagao nas equafioes^ do segundo grau. Oon- 

gao, e lembrando que urn numero qualquer bra ’ U 

raizes quadradas, iguais, porem com smais contraries, teremos. 

+x = +6. 

Devido ao duplo sinal que precede cada um dos “embros 
desta equagao, ela se desdobra em quatro equagoes, a saber. 


+ x = + 6 (1) 

+ x — — 6 (2) 

- x = + 6 (3) 


Nos sabemos que, multiplicando ambos os 
membros de uma equagao poi um mesmo 
numero, diferente de zero, e que nao contem 
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a primeira, isto 6, as duas equagSes tem as inesmas raizes. Ora, 
multiplicando ambos os membros da equagao (4) por - 1, tere- 
mos a equagao (1)! multiplicando ambos os membros da equa- 
gao (3) por — 1, teremos a equagao (2); portanto, a equagao. . . . . 
J rX — j-6 se desdobra, na realidade, em duas equagQes, 

a saber: , , __ , a 

{ + X= - e} ou 1 = ±6 

Eis por que, ao extrair a raiz quadrada de ambos os membros 
de uma equagao, <5 bastante colocar o duplo sinal (i) somente 
h esquerda da raiz quadrada do segundo mernbro da equagao 

resultante. Por exemplo, dada a equagao (x-5) 2 = 36. . . 

se extrairmos a raiz quadrada de ambos os membros desta equagao, 
deveremos escrever: / , _ . i , \ 

x — 5 = i 6 .-. x = 5±6 .-. { X " = I ! } 

Considerando a equagao x 2 = (a — b) 2 . e extra- 

indo a raiz quadrada de ambos os membros, resulta: 


x = + (a 


j x' = a — b \ 
■ * \ x" = b - a j 


61. Resolugao da equagao dX 2 + bx = 0. Vamos resol- 
ver a equagao x 2 — 5x = 0. 

Fatorando (E.M.T.V. § 79) x(x - 5) = 0 

Igualando a zero cada um dos fatores .... 

x = 0 . . x = 0 R f x' = 0 1 

x — 5 == 0 .-. x = 5 \x" = 5 / 

Rcsolvamos agora a equagao ax 2 + bx = 0. 

Fatorando • x ( ax ~\r b) — 0 

Igualando a zero cada um dos fatores 

^ — O • x ' =0 i E podemos concluir que: 

| A equagao do segundo grau, incorn-. 

ax+b=Q ’ x" = - — i Pl eia > e d a i orma ax2 + bx = 0, tem 

a J duas raizes, a saber: 


a) uma raiz nula, igual a zero. 

b) uma raiz igual a — — ♦ isto e, igual ao quociente que se 
obthn dividindo o coejiciente de x pelo de x 2 , e mudando o sinal 
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do result ado. Esta segunda raiz e, portanto, um numero real, 
diferente de zero, inteiro ou jraciondrio, positivo ou negativo e que 
pode sei^ tambem irracional , se um dos coeficientes a ou b (ou 
ambos) e um numero irracional. Por exemplo: 


1. 3a; 2 + 10a; = 0 


x" = — 




3. 3x 2 +x^2 = 0 


4. x 2 ^3-3x = 0 


( x' =0 


x' =0 


*“• ^ „ _ _ i x~\6-dx = 0 < q 

11-5 ! l*"=4=V? 

V v3 

Exerclcios. Serie XXXIV 

Resolver as equagoes que se seguem; se as raizes forem ndmeros irra- 
cionais, serao caleuladas com erro inferior a 0,001. 

1* 7x2 ~ 2 401z = 0 i 5. 0 = 13z - 910a; 2 i 9. 3a 2 5x = 12ahW 


2. 11a; 2 + 847a; - 0 [ 6. mx 2 + m 2 nx = 0 [ 10. 7m 2 n 2 x 2 - 28mnx = 0 

3. 12a; 2 = 64a: j 7. a bx - oca; 2 = 0 [ 11. 5a; 2 + x\>~3 = 0 

4. 25a; = 80a; 2 i 8. 15rnx 2 — 60?n 2 x=0 [ 12. x 2 \j~5 — 10a; = 0 

13. 4a; 2 — 3x^ 3 = 0 14. 6aj 2 V IT - 2x \Jl2 = 0 

62. Resolugao da equagao dX* + C = 0. Resolvamos a 

equagao 4a; 2 - 36 = 0. Suprimindo o fator 4, comum a ambos os 
membros da equagao, teremos: 

£ 2 — 9 = 0 . • . x 2 = 9 ... x=-\- VlT • ( x ' = + 3 

' l x" - -3 

Vamos agora resolver a equagao ax 2 -j-c = 0. Teremos su- 
cessivamente 


9. 3a 2 bx = 12a6 2 a; 2 

10. 7m 2 n 2 x 2 — 28mnx = 0 

11. 5a; 2 + x^fz = 0 

12. a; 2 V 5 -10a; = 0 


teremos: 

2 — 9 = 0 . ' . z 2 = 9 .-. *= + V9 ".•./*; = 

I X - 


aa; 2 +c = 0 .’. ax 2 = —c . \ x 2 = — — • x =-\- «l — 

t, . « — V a 

ht podemos concluir que: 

A equagao do segundo grau incompleta e da forma ax 2 +c = 0, 
tem duas raizes simetricas, isto. e iguais, porem, com sinais 
contranos. Para determina-las, muda-se o sinal de c, isto 6 do 
termo independente de a;; divide-se este coeficiente, assim modi- 
lieado, por a, isto 4, pelo coeficiente de x 2 ; em seguida, extrai-se 
a raiz quadrada do quociente. 
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Quando c 6 positivo, as duas raizes sao imagindrias ; quando 
c 6 negativo, as duas raizes t sao reals , podendo ser inteiras ou fracio- 
narias, racionais ou irracionais. 

Exerclcios. Serie XXXV 

I , Resoh ' er as equagoes que se seguem; as raizes irracionais serao calcu- 
ladas com erro inferior a 0,001. u 

1* 8a:2 ~ 56 = 34 - 2x 2 ; 9. 7a;2 _ 0,226 8 =0 

2. 2x 2 - 205 = 400 - 3a; 2 j 10. 8a; 2 - 0,115 2 = 0 

3. 5a; 2 + 5 = 4a; 2 + 7 J 11. (a: - 2) (a; - 3) = 3a; 2 -5a;- 156 

4. 3s 2 — 2 = 4a; 2 - 5 J 12. (*+5)(s-3)' = 4a; 2 +2a;-90 

5. 5a; 2 -|=3a; 2 +A J 13 . _i 

2 8 i a: + 3 a;-3 + 3 U 

6. 3 (2a; - 3) 2 = 4x(2x - 9) + 13 | 14. (3® + 4) 2 = (x- l)(x + 25) 

7 . ?£!-ii + £l+i = 8 ■ | i 5 .^ + 3_it- £ 2 ^ 

' ' P _ 1 8 4 1 

8. — ~ =2- ' 16 1 1 1 

4a; 2 6a; 2 3 j 16 ‘ ~l~ ^+1 = H 

(FM 6 Tv°8 t ^ ill TT^, qUa< 5 rado P erfeito - Ja o conhecemos. 
(nmvi.i. v.§5b, 111) Elevando um binbmio ao quadrado, podemos 
escrever: 


+ 2XaXb+6 2 


(a — 3) 2 = a 2 -2XaX3 + 9 
(a+5) 2 = a 2 + 2 X a X 5 + 25 


a 2 — 2 X a X 


+ t 


= a 2 +2 XaXv + 


(a+ 6) 2 = a 2 + 2 X a X b + b 2 ' Escrevendo assim, dei- 

(n 0^2 n 2 9 w w o , n ! xarnos em evidencia, conserva- 

“ % - “ 7 2 X a X S + 9 \ mos 4 „- si no , Iu | „ 

(, ‘+ 5 > =«’ + 2X.XS + 2 S duto, os dois termos que 

( J_ V _ 29 1 1 ! constituem o binomio que se 

a ~~ 2 / ~ a ~ 2Xa X — + — | elevou ao quadrado. E note- 

( 2 \ 2 [ mos 9 ue o duplo produto 

a+~ ) = a 2 + 2 XaX — + — r con4 ® m invariavelmente o 

^ ' 3 9 j fator 2. (E’ claro! Pois 6 um 

T 1 duplo produto 1 ) 

isto posto, queremos verificar se o trinomio x 2 + 6 x +6 e 
um quadrado perfeito. Escrevemos o termo 6x, convenientemente 
fatorado, para que vejamos o fator constante 2 , e 0 fator x 
raiz quadrada de x 2 . E teremos: ' 

x 2 + 6 x +6 = x 2 +2XxX3+6 

_ ( ? ra ’ x2 ® u , m quadrado perfeito, cuja raiz ex. O termo Qx 
nao 6 um quadrado perfeito, mas contem o fator x; pode ser, 


(-!)■- 

(•+!)'- 
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portanto, um duplo produto que podemos fatorar e escrever. 

E concluimos imediatamente que o trmomio dado nao e 
quadrado perfeito. O duplo produto 2XxX3 nos esta mostran- 
do que o terceiro termo do trinomio devena ser 9, em lugar de 
6, para que o trinomio dado fosse um quadrado perleito. 

Exercicios em classe 


Yerificar se os trinomios que se seguem sao quadrados per- 
feitos. 

1. a 2 + 8a+16 .. 2 

a 2 + 8a+ i6 = a 2 +2XaX4+16 = (a+4) 2 

2. a: 2 + 10 +30 = x 2 +2XxX5+30 _ 

+ste trin6mio nao 6 quadrado perfeito, porque 30 nao 6 

o quadrado de 5. 

3. a 2 -12o+36 ' , oa , 

o 2 -12a+36 = a 2 -2XaX6+36 = (a - 6) 2 

4. x 2 + 4x+8 

x 2 + 4x+8 = x 2 +2XxX2+8 _ 

£ste trinomio nao e quadrado perfeito, porque 8 nao 6 o 
quadrado de 2. 

49 

5. a 2 — 7o + — 

Desta vez, dirao os leitores, onde esta o fator 2, no duplo 
produto, isto 6, em 7o? Lembrem-se, por4m que um monomio 
nao se altera, se for multiplicado e depois dividido por 2. E 


teremos: 


40 i , 

7o + V = a2_2XaX ' 2 + T _ 



15 5 15 

6. a 2 +5o + j = fl2 + 2X a X’2 + ^ ^ 

£ste trinomio nao <§ quadrado perfeito, porque j nSo 6 o 
quadrado de y 

7. Qual o termo que devemos juntar ao bmomio x 2 + llx, 
para que o trinomio resultante seja um quadrado perfeito l 

x 2 + llx = i 2 + 2 X x X y 
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Logo, o termo pedido 6 o quadrado de y isto e, 4 • 


E teremos: 


x 2 + llx + 




8. Mesma pergunta em relagao ao bmomio x 9x. 

9 

x 2 - 9x = x 2 - 2 X x X y 

81 

O termo pedido 6 y E teremos: 


x 2 — 9x + 


T - H)’ 


64. Resolugao direta da equagao dX 2j rbx + C-0. Se o 
primeiro rnembro desta equagao fosse um quadrado perfe+o se- 
ria muito simples resolve-la; bastaria extrair a raiz quadrada de 
ambos os membros e a equagao se desdobrana em duas do pn 
meiro grau. Por exemplo: ^ 3 

4x 2 + 12x + 9 = 0 ) 2x + 3 = 0 ) ( x ' = ~~2 


(2x + 3) 2 = 0 


2x + 3 = 0 


Observamos, porem, na pratica, que o trmomio ax 2 + bx + c, 
quasi nunca 6 quadrado perfeito. Entretanto mesmo neste caso, 
ja temos recursos para resolver a equagao. (§o6) 

I. Resolver a equagao x 2 -8x+ 15 = 0. 


x 2 - 8x + 15 
x 2 -2XxX4+15 
x 2 - 8x 
x 2 — 8x + 16 
/ (x — 4) 2 
x - 4 


-X> 

, / x' = 
\ x" = 


0 

0 

- 15 
16-15 
1 

±1 

4 ± 1 

5 \ 


Desdobramos o termo 
do meio da equagao (1), 
isto 6, 8x. Yerificamos as- 
sim que o trinomio x 2 - 8x 
+ 15 nao 6 um quadrado 
perfeito. Desembaragamo- 
nos do 15, passando-o para 
o segundo rnembro. A equa- 
gao (2) nos mostra que o seu 


\ x" = 3 / ! gao (2) nos mostra que o seu 

nrimeiro rnembro seria um quadrado perfeito, se tivesuemos 
16 em lugar de 15. Entao somamos 16 a ambos os memoros 
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da equagao (3). Resulta assim a equagao (4) e, em seguida a 
equagao (5). Extralmos a- raiz quadrada de ambos os membros 
desta ultima equagao, sem esq'uecer o duplo sinal no segundo 
membro. ( § 60) Finalmente, passando 4 para o segundo membro, 
e efetuando as duas operagoes indicadas na equagao (7), acharemos 
as duas raizes da equagao, isto e, 5 e 3. 

II. Resolver a equagao x 2 - 6x - 7 = 0. 


( 1 ) x 2 -2XxX3-7 = 0 ! (3) x 2 — 6x+9 = 9+7 i (5) x- 3=+4 

(2) x 2 — 6 x = 7r (4) (x-3 ) 2 = 16 !( 6 ) x = 3 ± 4 

, " j :, R - { ?' : ± I } 

Observa ? So. Antes do exercicio III, conv&n que os estudantes resolvam 
algumas (serie XXXVI) equagoes nas quais o coeficiente b seja numero par. 

III. Resolver a equagao x 2 - 7x + 12 = 0. 

Poderiamos proceder assim: 

2 7 ‘ com um artificio simples 

* ~ ZXxX-g + 12 = 0 | e elegante, nos vamos evitar as 

„ „ i dagoes. Retomemos a equagao 

x 2 - 7x = - 12 J a: 2 - 7x + 12 = 0. Se multipli- 

2 _ 7 49 _ 49 | cassemos ambos os membros desta 

x. 7x + ~ - — -12, etc.. , equagao, por 2, teriamos 2x 2 - 

, I - 14a: + 24 = 0. O coeficiente 

de x jicaria sendo um numero par, mas o termo que contem 
x 2 deixaria de ser um quad rad o perfeito. 

Para evitar este inconveniente, multiplicamos ambos os 
membros da equagao x 2 - 7x + 12 = 0, por 4. E teremos: 


x 2 - 2XxXy+ 12 = 0 

x 2 — 7x = — 12 

2 „ , 49 49 

x 2 - 7x + — = — - 12, etc. 
4 4 ’ 


(1) 4x 2 — 28x + 48 = 0 

(2) 4x 2 — 2X2*X7+48 = 0 


(3) 

4x 2 - 28x = - 48 

(4) 

4x 2 — 28x+49 = 49-48 

(5) 

(2x — 7) 2 = 1 

(6) 

2x — 7 = + 1 


Da equagao (6) deduzimos : 

2x = 7 ± 1 . • . x = 


O termo 28x da equa- 
gao (1) e constituido sempre 
por tres fatores: 0 jator cons- 
tante 2, a raiz do primeiro 
quadrado, 2x, e a raiz do 
segundo quadrado, 7. 


7 ± 1 
2 


Equago es do Segundo Grau 

IV. Resolver a equagao x 2 - 5x - 24 = 0. 
x 2 - 5x - 24 = 0 J (2x — 5) 2 = 121 


4s 2 - 20x - 96 =0 
4z 2 -2X2*X5-96 = 0 
4x 2 - 20x = 96 
4a; 2 — 20x +25 =25+96 


2x — 5 = ±11 
2x = 5±11 
5 + 11 
X 2 


jx’ = + 
\x" = - 


Observagao. O fim principal do que dissemos neste pardgrafo, 6 pre- 
parar os estudantes para bem compreender a dedugao da formula resolutiva 
das equagoes completas do segundo grau com uma incdgnita. 

65. Resolugao indireta da equagao CIX 2 + bx + C — 0 . 

O que dissemos no paragrafo anterior mostra a dificuldade de se 
resolver uma equagao completa do segundo grau com uma in- 
cognita. Entretanto) assim como existe uma formula que per- 
lite simplificar extraordinariamente o calculo dos juros, tarn- 
bem existe uma formula, que permite resolver com mais rapidez 
as equagoes completas do segundo grau com uma incognita. Va- 
mos deduzi-la. 9 T 

/"# /V* I r\ /%• 1 #1 / * \ 


Multipliquemos ambos os membros desta equagao por 4a, 
para que o primeiro termo fique sendo quadrado perfeito, e para, 
que aparega no duplo produto bx o fator constante 2. E teremos: 
4a 2 x 2 + 4aftx -j- 4ac = 0 i 


4a 2 x 2 4 2 X 2 ax X b — — 4ac 1 t . / 12 a 

4a 2 x 2 + 4abx + 6 2 = b 2 — 4ac i ~ 0 ± V b ~ 4aC 

' (2 ax + b) 2 = b 2 -4ac | 2d - 

2ax + b = + Vfr 2 -4 ac j (Formula A) 

2ax = - b ± V b 2 - 4ac J 

E’ esta a jormula resolutiva das equagoes completas do segundo 
grau com uma incognita. Com efeito, na equagao A, os coeficientes 
a, b e c representam numeros quaisquer / logo, se tivermos de 
resolvei a equagSo 3x 2 + lOx + 3 = 0, nao serA necess&rio pro- 
ceder como ficou indicado no §64. 

Comparemos as duas equagoes : 

ax 2 + bx + c = 0 \ _ t n 

3x 2 + lOx + 3 = 0 f a ~ 3 ’ b = 10 > c = 3 - 


(Formula A) 


3, b = 10, c 
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E, tomando a f drmula A, 

- 10 + V'l00-36 
6 

, -10 + 8 -2 1 

r 6 6 3 


10 + 8 
6 


- 10 - 8 


= -3 


x = — • 


x" = - 3 


O mdtodo que adotamos para deduzir a fdrmula resolutiva da 
equagao completa do segundo grau com uma incdgnita, 4 devido 
a Bhaskara, matematico indu do s4culo XII. (1114-1185) Para 
melhor memoriza-lo, podemos proceder como segue: 

A equagao dada 4 a % 2 + bx + c = 0 

Multiplicando por 4a 4a 2 x 2 +4abx+4ac = 0 

Passando 4ac para o segundo mem- 
k r0 , 4a 2 x 2 +4abx = - 4ac 

Somando b 2 a ambos os membros 4a 2 x 3 +4abx+b 3 = b 2 — 4ac 

Extraindo a raiz quadrada de am- 

bos os membros 2 ax+b = + \ b — 4ac 

Passando b para o segundo membro 2 ax = - b + Vb 2 - 4ac 

- b ± V b 2 - 4ac 

Donde x ~ 2a 

Os estudantes deverao verificar que: 5 + V b 2 - 4ac 

Da equagao ax 2 — bx+c = 0 resulta .. . x = — n 


Da equagao ax 2 +bx— c = 0resulta ... x — 


+ b + V b 2 — 4ac 
2a 

- b + 'NfbM- 4ac 
2a 

+ b + V b 2 + 4ac 
2a 


Da equagao ax 2 — bx— c = 0 resulta .. . x — 2 a 

Podemos pois estabelecer as duas regrinhas praticas seguintes. 
Prirneira. 0 sinal de b na formula e sempre contrdrio ao 
sinal de b na equagao. 

Segunda. 0 sinal de 4a C na J6rmula t sempre contrdrio 
ao sinal de C na equagao. 
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Devido ao duplo sinal que precede o radical V b 2 — 4ac, a 
fdrmula A pode ser desdobrada em duas, a saber: 

- b + V b 2 - 4ac „ - b - V b 2 - 4ac 

= 2a * " 2a 

E observando que as operagoes necessarias para calcular x' e 
x" sao todas operagoes de resultado unico, podemos concluir que, 
aplicando a formula A a uma equagao completa do segundo grau, 
com uma incdgnita, acharemos invariavelmente um valor e sdmen- 
te um, para x', assim como, um valor e sdmente um, para x" . Logo, 
A equagao Completa do segundo grau com uma in- 
cognita tern sempre duas raizes, e sdmente duas. 

Exercicios em classe 
9 18 

I. Resolver a equagao — = 1. 

E’ uma equagao fracionaria, cuja resolugao se reduz a de 
uma equagao do 2.° grau. Com efeito: 

Eliminando os denominadores ... 9x - 18 = x 

Transpondo - x 2 + 9x - 18 = 0 

Multiplicando por menos 1 x 2 - 9x + 18 = 0 


+ 9 + V 81-72 


+ 9 + V 9 


+ 9 4: 3 


II. Resolver a equagao fracionaria — i 

0 m. m. c. dos denominadores 4 2(x - ! 
teremos: ^ ( 9 - x)(x - 2) + 8 = 

— x 2 + 1 lx — 18 + 8 = 
- x 2 - 3x 2 + llx + 9x - 18 + 8 - 6 = 
- 4x 2 + 20x - 16 = 
4x 2 — 20x + 16 = 
x 2 — 5x + 4 = 

+ 5 + V 25 - 16 . + 5 +V 9 


+ 5 + 3 
2 
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III. Resolver a equagao 

m?x 2 -(m + n)x = n 2 x 2 + (m -n)x- 1 
Eliminando os parenteses. . . 

m 2 x 2 -mx-nx = n 2 x 2 + mx - tox -- 1 
Transpondo e ordenando. . . 

m 2 x 2 - n 2 x 2 - mx - tox - mx + tox + 1 = 0 

-Reduzindo m 2 x 2 - n 2 x 2 - 2mx + 1 = 0 

Pondo x 2 em evidencia x 2 (m 2 - n 2 ) - 2mx+ 1=0 

A equagao dada esta reduzida a forma normal, sendo 
a = m 2 — n 2 , b = -2m, c = + 1. Aplicando a fbrmula, teremos: 


_ + 2m + V 4m 2 — 4(m 2 — n 2 ) i r 
2 (m 2 — n 2 ) | ' T 

_ + 2m + V 4w 2 — 4 to 2 + 4n 2 J 

2 (m 2 — n 2 ) J x' — 

_ + 2m + 2n J 

r 2(m 2 - n 2 ) } _ 

I Jb 

_ 2 (m + n) { 

2(m + n)(m— to) { 

_ (m + to) } x " = 

(m + TO)(m — to) [ 

IV. Resolver a equagao 4x 2 - 40x + 73 = 0 


(m + to) 

(m + n)(m—n) 


(m — to) 
(m+TO)(m — to) 

1 

m + to 


+40+V 1600-1168 

8 

+ 40 + V 432 
8 

40 ± V 2 4 X3 2 X3 
8 

40 ± 12 VT 
8 


4(10 + 3 V 3) 
8 

10 + 3 VY 
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, Se ex trairmos a raiz quadrada de 432, verificaremos que este 
numero nao_e quadrado perfeito. Neste caso convdm simplificar 
o radical V432. Obtido para x o valor (A), teremos sucessivamente: 

V 3 = 1,7320508... 


x = 5 + 


3 X 1,732 


x = 5 ± 2,598 


2 ! r j / x' = 7,598 \ 

x ~ 5 + 3 X 0,866 J \ x" = 2,402 J 

66. Resolugao da equagao X 2 +pX + q = 0 . As v6zes, 
o coeficiente de x 2 , na equagao completa do segundo grau, 6 a 
unmade. E o que acontece, por exemplo, com as equagoes 

x 2 +3x+2 = 0, x 2 - 7x + 12. = 0, x 2 +9x-22 = 0, etc.. 

relagao a estas equagoes, 6 tradicionar represen tar o 
coeficiente de i por p, e o termo conhecido, isto 6, o termo in- 
dependents da incognita, por q. E a forma geral, normal, des- 
tas equagoes, e a seguinte: 

x 2 +px + q=0 

Vamos resolver esta equagao. Multiplicando e dividindo o 
termo px por 2, teremos: 

z 2 + 2XxX-|- + 7 = 0 

Verificamos assim que o trinomio x 2 + px + q nao e em 
geral, urn quadrado perfeito. Entao passamos q para o segundo 

membro, e somamos ^ a ambos os membros. Teremos: 


x 2 + px = — q 


x 2 + px + 


(* + 1) 2 


{Formula B) 


Cornparando esta fdrmuia com a equagao x 2 +px+ti = o 
podemos estabelecer que: ’ 
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0 valor de x na equagao x 2 +px+q — 0 e igual d metade de y, 
(com sinal eontrario) mais ou menos a raiz quadrada da di]e- 

renqa entre o quadrado de e o termo conhecido q. 

Observagao. Quando p 6 negative na equagao, aparece na f 6rmtda 
com o sinal positivo ; o mesmo acontece com o coefic.ente q, oj 
os estudantes devem verificar diretamente, isto 4, resolven q 5 

3:2 _ px + q = o, .x 2 + px ~ q = 0, x*-px-q = 0. 

Exercicios em classe 

I. Resolver a equagao x 2 - 20x +- 75 == 0. 

Nesta equagao temo s y = - 20 e q = 75. Portanto, 

x= + 10 ± VlOO-75 z-+10±5 

„ n ir 


II. Resolver a equaga o x 2 -4 x - 2 1 = 0. 

x = +2 + V4+21 x=+-2±5 

x' = 7 x" = -3 

III. Resolver a equagao x 2 + 5x - 24 = 0. 


= -i±y/r + ^_ 

* = -Y ± 4H 


= -i ± 4 


5,11 
x ~ 2 ± 2 


25 . 96 

T + T 


IY. Resolver a equagao x 2 + 4x- 10 = 0. ^ 

x — —2 + V4+10 x= —2 ± \14 

Nao sendo 14 um quadrado perfeito, calculamos Y14 com 
uma aproximagao qualquer, por exemplo, com erro m erior a , > 

acharemos Vl4 = 3,741. Portanto, 

x =•- 2 ± 3,741. . . . x' = 1,741... x' =-5,741... 


Exercicios. Serie XXXVI (*) 
Resolver as equagoes numdricas seguintes . 

1. x*- 102+16 = 0 ! 4. x ! — 12x+35 = 0 j 

2. x J ~14x+40=0 j 5. x 2 -llx+lS = 0 1 

3. 2 1 - 82 + 15 = 0 ! 6. X s - 8x4- 7=0 1 

(*) Convern ler a Nota da pdg- 271. 


7. z 2 + 4x+ 3=0 
3. x 2 + 8x+15=0 
9. x 2 +llx+30=0 
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10. x 2 +12x+ 35 = 0 

11. x 2 +15x+ 44=0 

12. x 2 + 18x+ 65 = 0 

13. x 2 -29x+ 100 = 0 

14. x 2 — 18x- 495 =0 

15. x 2 — 34x+ 289=0 

16. x 2 + 5x — 414 = 0 

17. x 2 - 19x - 902 = 0 

18. x 2 +13x-2120=0 

19. 3z 2 - 102+3=0 

20. 2x 2 - 5x+2 = 0 

21. 2z 2 — 7x+3 = 0 

22. 3x 2 - 7x+2=0 

23. 4x 2 -21x+5=0 

24. 2x 2 - 5x-3=0 

25. 3x 2 - llx — 4=0 

26. 4x 2 - 3x— 1=0 

27. 5x 2 — 9x— 2=0 

28. 4x 2 - 19x-- 5 =0 

29. 2x 2 + - 5x — 3 = 0 


30. 5x 2 + 9x- 2 = 0 

31. 3x 2 + llx — 4 = 0 

32. 4x 2 +19x — 5 = 0 

33. 7x 2 +41x- 6 = 0 

34. 6x 2 — 7x+ 2 = 0 

35. 12x 2 — 13x+ 3 = 0 

36. 15x 2 — 16x+ 4 = 0 

37. 18x 2 -15x+ 2"=0 

38. 20x 2 — 23x+ 6 = 0 

39. 20x 2 -llx- 3 = 0 

40. 12x 2 + x- 6 = 0 

41. 20x 2 +llx — 3 = 0 

42. 30x 2 — 13x— 10 = 0 

43. 24x 2 — x- 3=0 

44. 10x 2 +llx+ 3=0 

45. 15x 2 +llx+ 2=0 

46. 12x 2 +17x+ 6=0 

47. 30x 2 +31x+ 5 = 0 

48. 40x 2 +47x+12 = 0 

49. x 2 -3,5x+2,76 = 0 
70. x 2 — 24x+48 = 0 


50. x 2 -7,7x+14,62 = 0 

51. x 2 -4,96x- 1,248 = 0 

52. x 2 +0,12x- 0,032 5=0 

53. x 2 - 3,57x+2,878 2 = 0 

54. x 2 +2,46x- 3,64 = 0 

55. x 2 — 2x- 1=0 

56. x 2 - 4x+ 1=0 

57. x 2 - 6x+ 4 = 0 

58. z 2 + 4x- 2 = 0 

59. x 2 + 6x+ 4 = 0 

60. 2x 2 -20x+49 = 0 

61. 25x 2 — 100x+97=0 

62. 9x 2 — 18x+ 7 = 0 

63. x 2 + 2x-74 = 0 

64. x 2 - 4x- 7 = 0 

65. x 2 - 20x+82 = 0 

66. x z — 16x+44 = 0 

67. x 2 +10x - 2=0 

68. x 2 — 12x- 12 = 0 

69. x 2 - 8x- 4 = 0 


Observagao. As raizes das equagSes 1 a 18 sao numcros inteiros, positi- 
ves ou negativos. As raizes das equagoes 19 a 48 sao numeros inteiros ou fra- 
coes ordindrias. As raizes das equagoes 49 a 54 sao fragSes decimals; os estu- 
dantes devem conservar os coeficientes fraciondrios, nao devem mteirar os 
ttrrnos da equagao, justamente para recordar as regras relativas ao cdlculo 
das fragoes deeimais. As raizes das equagoes 55 a 70 sao niimeros irra,eionais; 
estas raizes devem ser simplificadas, de acordo com o cdlculo dos radicals e, 
em seguida, avaliadas com erro inferior a 0,01 ou 0,001 conforme as deter- 
minacoes dos srs. professores ou as conveniences do momento. 



72. 

73. 

74. 

75. 


16 (x - 6) _ 8x 


6 

x- 6 


x 2 

L ^ -U 5 


x — 2 

V x-2 + 


x - 2 

i+3 , 

20 

x + 2 

x - 3 

3 

x + 3 

. 2 _ 

10 

2 

^x+3 

3 



3+x 5-x 1^ 

4 + x 6 - x 12 


79. 


x + 1 
x +2 


x + 3 
x +4 


22 

15 


x + 1 1 - x 2 

'•x 2 -4 + x+2 5(x - 2) 
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si. — — - 3 — f 2. = o 

x + 1 2(x + 4) + 18 

82. 2X ~ 1 3 6(x - 7) 

3 x-8 x-8 

83. ^ = 3 

7 - a: 2x + 1 

84. ^+£±1 = 13 

x + 1 x +2 6 

85. — - - = — 

2(x 2 -l) 4(x + 1) .8 

86. ^Li 3 = ^+4 

x + 3 x 

87. -i2- + El™. = 4 

x - 1 x 


W -^2+ 5 +~2-° 


X 

£-5 3 

x-5 

x 2 

X 

15 -7x 

X 2 - 1 

B(l-x) 

2x — 1 

2x-3 


92. (a: + 4) 


(? - •) - » 

. x x + 6 


93 ; = ^±6 

6 x - 6 6 - x 

94. 4 . 5 _ 12 

* x + 2 x + 4 x+6 

95 ^ | 1 _ 2 

x +7 + 3-x “ 5 


67. Raizes reais e imaginarias; o discriminante. Ja 

aprendemos, na segunda serie, como se calcula a area de um 
retangulo. 

Problema I. Calcular as dimensoes de um retangulo cuja 
area e de 15m 2 , sendo a soma das mesmas dimensoes igual a 8m. 

^ Representando o comprimento do retangulo por x, a largura 
sera 8 — x, e a area sera x X (8 — x). Logo, 

x(8 - x) = 15 J x = 4 ± 1 

8a: — a; 2 - 15 = 0 ' x' = 5 


x(8~x) = 15 J 

X 

8a: — a; 2 - 15 = 0 ; 

X 

a; 3 - 8a; -f- 15 = 0 \ 

x‘ 

x = 4 4;Vl6-15 | 



Obtivemos para x, comprimento do retangulo, dois valores 
diferentes, isto 6, 5 e 3. 

Se tomarmos para comprimento do retangulo, a primeira 
raiz, isto i, 5, a largura sera 8 — x, a saber, 3. 

Se tomarmos para comprimento do retangulo, a segunda 
raiz, isto 6, 3, a largura sera 8 — x, a saber, 5. 

E as dimensoes do retangulo serao 5m e 3m. 

Quando resolvemos problemas desta natureza, as duas 
raizes da equagao sao as duas dimensoes do retangulo. 
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Mais tarde, quando estudarmos os problems rU „ ^ 

grau, completaremos este assunto. (§75) egundo 

"e«do lC a U t r " * um Angulo, cuja 
e ae zum , sendo a soma das mesmas dimensoes iounl n bL 

ser4 ^ eP n ntan . d0 ° C TP™“‘° do rettnguT^al^a 

sera 8 - x, e a area sera x X (8 - x) ~ Logo, g a 

8z 1 0 2 n ' f$ my’ ^ T 4 f Um nilmero imaginario 
ox x 2U — 0 i (§56), portanto. as rai™* ~ 


8x -20 - 2 °o '' (S )'! a ’ V! f 4 f : " n "dmero imaginimo 

+ 20 : o i isfo 6 i; portant0 ’ 88 rata da 

* = i±m^20 i ( I '=4+V4Ry, . ,*'=4+2*; 

*-4±V-4 , U"=4-Vi Pi)/ ' ' \ *" = 4 _ 2, / 

rissn sire^lo 7) a se r “ chamad - «*- 

dimensoes adquirem valores imagi JrioT® ' M ° e ™‘ e ’ 6 SUas 


comprimento 

47m. 

46m. 

45m. 

44m. 

40m. 

30m. 

16m. 

12m. 

6m. 


largura 

lm. 

2m. 

3m. 

4m. 

8m. 

18m. 

32m. 

36m. 

42m. 


soma das dimensoes 
48m. 

48m. 

48m. 

48m. 

48m. 

48m. 

48m. 

48m. 

48m. 


47m 2 

92m 2 

135m 2 

176m 2 

320m 2 

540m 2 

512m 2 

.432m 2 

252m 2 



i 

i 
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Quais as diinensoes TmaiT™ 
Par V^ro“2^oSra, P de uni nido compieto, u6s 

Vam GeMraUza5ao. Cakular as iimensoes de um relangulo, mja 


A rpn p P sendo a soma das dimensoes igual a S. 

Representando o comprimento do rettngulo por x, a largura 
sera S-i,ea area, x X (S - x). Portanto, 


x(S-x) = P 
Sx - x 2 — P = 0 
x 2 - Sx + P = 0 



Observando o radicando notamos 
logo que, para que as raizes sejam reais, 

devemos ter P < ou > no niaximo, 

p _ JL E atribuindo a P este valor 
r 4 

maximo, teremos: 




1 Pnra aue o problema proposto seja posslvel, e 

i'lea 1 pode « superior a 100m=, por axemplo, UOrf. Com 
efeito, tomando a relapao P < ^ verificamos que 120 e maror 
que a quarta parte do quadrado de 20. 

0°S* 6°-4aC 6 ' chanmio discriminante ia equagao 
do sequndo gran. 0 t^ficL^ 

003 ta"Ta^ — os Uoes compietas do se- 
gundo grau, podem dar-se tres casos distmtos 

I. b 2 - lac >0 . ‘ . b 2 > 4ac 


t 
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Neste caso, o radical \b 2 - 4ac tem dois valores simetricos, 
isto 6, iguais em valor absoluto, porem com sinais contrarios. E 
a equagao tera duas raizes reais e diferentes. (§65) ; 

Obscrva?ao. Se o discriminante b 2 - 4 ac 6 quadrado perfeito, as duas 
raizes sao ntimeros racionais; no caso contrdrio, sao ndmeros irracionais. 

II. b 2 - 4ac" = 0 b 2 — 4ac 

Neste caso, o valor do radical 6 nulo, e a equagao tera ainda 
duas raizes reais e iguais, a saber: 

, -b + o 1 „ = -&-Q 

* _ ~2^~~ | 2a 

x> = - — ! x" =® — ~~ 

2 a i 2a 

III. b 2 - 4ac < 0 . ’ . b 2 < 4ac 

Neste caso, o radical 6 um numero imaginario; representando 
o discriminante b 2 — 4ac por — D, teremos: 

■ -b + ^~ = ~D . -b±i V~D . 

* ~ 2a / ’ ? 2a 

, -b + i^D j „ ~ b - W D 

31 ~ 2T~~ ! 2a 

As duas raizes sao imaginarias, complexas e conjugadas. 

Exerclcios orais 

Sem resolver as equagoes que se seguem, dizer se as suas raizes sao reais 
ou imagindrias, iguais ou desiguais, racionais ou irracionais. 

1. o; 2 +4x+3=0 > 6. x 2 +5x+ 7 = 0 i 11. 3x 2 + x-3=0 

2. x 2 — 4x+4=0 i 7. x 2 +6x-f 9 = 0 { 12. 3x 2 — 7x+2 = 0 

3. x 2 +4x+5=0 ! 8. x 2 +8x+15 = 0 { 13. 5x 2 +2x- 1 =0 

4. x 2 +3x — 3=0 j 9. x 2 + x- 6 = 0 J 14. 4x 2 -3x-l=0 

5. x 2 — 2x — 4 = 0 | 10. 2x 2 — 5x+ 2 = 0 i 15. x 2 +2x+5 = 0 

68. Discussao da formula resolutiva da equagao 
(LX 2 hbx3~C = 0. A formula resolutiva desta equagao 6: 

x = (Formula 'A) (§65) 

2a 


b ± V-D 

2a 

b + i V~D 

2a 


6. 

x 2 +5x+ 7 = 0 

! 

11. 3x 2 + x-3=0 

7. 

x 2 +6x+ 9 = 0 

1 

1 

12. 3x 2 -7x+2 = 0 

8. 

x 2 +8x+15 = 0 

1 

1 

13. 5x 2 +2x— 1 =0 

9. 

x 2 + x - 6 = 0 

l 

14. 4x 2 -3x— 1 =0 

10. 

2x 2 -5x+ 2 = 0 

1 

1 

15. x 2 +2x+5 = 0 


(Formula 'A) (§65) 
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Gbservagao. Disputindo esta formula, nao suporemos a ~ 0 porque, 
neste caso, a equagao dada nao sera do segundo gran; ser/i do primem/ 
Tambem nao imaginaremos 6 = 0, porque, entao, a equagao dada sera uma 
equagao ineompleta, da forma az 2 +c = 0, equagao esta que j i foi estudada 
e discutida. ( § 62), Finalmente, nao estabeleceremos a hipotese c = 0, por- 
que, neste easo, a equagao dada serli uma equagao incompleta, da forma 
ax 2 + ox = 0, equagao esta que ja foi estudada e discutida. (§61) 

Em primeiro lugar, sendo V b 2 = b, e evidente que: 

V b 2 -f- 4ac > b V b 2 ~ 4ac < b 

Isto posto, vamos estabelecer quatro hipoteses. 

Primeira hipotese. b > 0, c>0. 

ax . 2 4 - hx 4 . /• = n • .v. _ Z h ± ^ 62 ~ 4 «c 


ax 2 + 6x + c = 0 . : . x = — * 

r 

A 

f ~ b + um numero menor que b 


x' < 0 


um numero me nor que b 
2 a 


x" < 0 


As duas raizes, se nao jorem imaginarias, serao ambas ne- 
gativas. Em valor absoluto, teremos x' < x" ; mas, em valor 
relativo, x' > x". 

Segunda hipotese. b< 0, c>0. 

ax 2 -bx + c = 0 . ' . x =' + b ± V b 2 - 4ac 

2a 

> _ + b -j- um numero menor que b 

• 2a ‘ ' x ' > 0 

„n _ + b — um numeto menor que b 

~ 2a . ' • x” > 0 

.As duas raizes, se nao jorem imaginarias, serao ambas po- 
sitivas. Em valor absoluto on relativo, teremos x' > x". 

Terceira hipdtese. b > 0, c < 0, 
ax 2 + bx — c = 0 x = 

2 a 


x" = 


x' > 0 


x" > 0 


ax 2 + bx — c = 0 . ’ . x 
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= ~ b + um numero maior que 6 

~ 2a • ' • > 0 

T a _ ~ b — um numero maior que h 

~ 2a • '• *" < 0 

As duas raizes serao reais e com sinais contraries. Em 
valor absoluto teremos x' < x", mas, em valor relativo, x' > x". 

Quarta hipdtese. b < 0, c < 0. 

ax 2 ~ bx - c = 0 . ’ . x = + b + V b 2 + 4 ac 

2 a 

T / _ + b + u m numero maior que b 

2a “ ■ ' ’ x ' >0 

b — um numero maior que b 

2 a • ' • x " < 0 

As duas raizes serao reais e com sinais contr&rios. Em 
valor absoluto ou relativo teremos: x' > x" 


x r = 


x' > 0 


x" < 0 


R e s u m o 


b > 0, c > 0 

b < 0, c > 0 

b > 0, c < 0 

b < 0, c < 0 


x' < 0, x" < 0 

x' > 0, x" > 0 

x’ > 0, x" < 0 

> 0, x" < 0 


eauaeno do d ^ permit , e dete rmmar o sinal das raizes da 

oTTr^i Seg r d ° gV ^’ pda ins P e ^° dos sinais dos coeficientes 
u parametros bee. Entretanto, veremos adiante (§70) outro 
proeesso para conseguir fete resultado. 

eSo 69 * ?! la f eS entre 08 coeficientes e as raizes. A equa- 

ser reduzidfn Se ^ do f grau com uma incognita, pode sempre 
ser reduzida a segumte forma normal: 

x 2 +px+q=0 (A) 

S L° Parametr0 a for diferente da unidade, e 
bastante dividir ambos os membros da equagao por a. Por exemplo: 

3x 2 + 7x + 10 = 0 . • . x 2 + ~ + ~ = 0 

3 ,3 


2x 2 + 8x + 8 


x 2 + 4x + 


0 
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Resolvendo a equagao A, teremos. 

v !~P « „ _ v__ IpL 

( b ) x' = - \ x 2 ; \ 4 

Somando as equagoes B e C, res ulta: 

y + + ■Jx _s_ 2 

x’ + x" = - -§•-■§• x’ + x "-~ + 

x' + x" = - P 

Multiplicand© as equagoes B e C, resulta: . 

"•-(-s+JRH-V? 7 


y* 

x'x" = -r 


As eauaeoes MeNsaoa tradugao, em linguagem alg^bnca, 

de duas relagoes notavds ser e^un- 

metros da equagao x z + px -p q - u, e que ^ 

* smn*o con, «, inco,- 

fmal ao coejiciente p, con, 

wwnl contr&rio . E* £t rcl&Q&o M. .. . , tp* 

Segundo. 0 produto, das raizes & igual ao coejiciente q. 

”■ r€ por°exemplo, dada a equapao a?.- 5a + 6 = 0, a soma das 

raizes e + 5 e o produto 6 + ®- _ d raizes 

Em relagao a equagao x 2 + 7x + 10 - u, a soma uas 

6 - 7 e o produto 6 + 10. = Q odemos dividir 

Considerando a equagao 3x + 5x 8 - P' B , 
ambos os membros da mesma por 3, resultando a equag . . • 
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r 2 4_ _ A = 0 Portanto, em relagao & equagao 3x 2 -f 5x-8 = 0, 

'3 3 5 8 

a soma das raizes e — 3* e ° P r0 ^ u ^° $ 3“ 

Finalmente, considerando a equagao 

ax 2 +bx + c = 0 # 2 + — + ~ = ^ 

(1 U 

, / . tf ^ T f »•" = — 

teremos : X r X — ~~ xo, 

a & 


70. Aplicagoes das relagoes M e N. Estas duas rela- 

coes tern aplicagoes importantes. 

Observasao. Em tudo o que se segue, admitiremos sempre que as raizes 



Primeira aplicagao. O exame dos coeficientes de uma 
equagao do segundo grau com uma incdgnita nos permite, as 
vezes, determinar por tentativas as raizes, sem resolver a equagao. 


Por exemplo, 

x 2 - 7x + 10 = 0 

x 2 +8x + 15 = 0 


/ x'+x" = 7 \ . (*' = fi \ 

\ x'x" = 10 / • • \ *" = 2 / 

/ x'+x" = -8 \ . / x' = --3 \ 

{ x'x" = 15 / ’ ‘ \ x" = -5 / 


Notemos, em virtude da relagao x'x" — q, que, se a equagao 
tern raizes inteiras, estas raizes sao divisores de q. 

Segunda aplicagao. O exame -dos sinais dos coeficientes 
de uma equagao do segundo grau com uma incognita, nos permite 
dizer quais sao os sinais das raizes da equagao, ^sem resoive-ia. 

Observemos em primeiro lugar que, de acordo com a^ re- 
lagao N, se tivermos q > 0, isto e, positivo, ou as duas raizes 
sao positivas, ou as duas raizes sao negativas. ^ 

Entretanto,se tivermos q < 0, isto e, negativo, as duas raizes 
teiao sinais contrdoris, isto 6, uma positiva, e a outra, negatwa. 

Vejamos agora quais sao os sinais das raizes da equagao 
x 2 p X _|_ q = 0. Temos quatro casos a considerar. 

I. 0 ) x 2 + px + q — 0 • ' • = + g } 


1 


s 
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0 produto das raizes e positivo; mas a soma e negativa) logo, 
as duas raizes sao negativas. 




O produto das duas raizes e positivo, e a soma tambem; logo, 

as duas raizes sao positivas. 




Lembremos que, em valor relativo, temos sempre x'>x". 

0 produto das duas raizes e negativo; logo, as duas raizes 
tem sinais eontrarios. E, em virtude da relagao x’>x", re- 
sulta x' > 0 ex" < 0, isto 4, x' positivo e x" negativo. Qual 4, 
em valor absoluto, a maior das duas ? E’ a segunda; 4 x" porque 
a soma das duas raizes e negativa e, quando somamos dois numeros 
com sinais eontrarios, o sinal da soma 4 determinado pela parcela 
cujo valor absoluto 4 maior. 


/ x'+x"/= 
\ ' X'x": 


4.°) x 2 — px — q = 0 . • . / x + P \ 

1 ' x'x": = . — q / 

Como no terceiro caso, teremos x' positivo e x" negativo. 
Qual 4, em valor absoluto, a maior das duas raizes? E’ a pri- 
meira; 4 x', porque a soma das duas raizes e positiva e, quando 
somamos dois numeros com sinais eontrarios, o sinal da soma 4 
determinado pela parcela cujo valor absoluto 4 maior. 

Terceira aplieaeao. E’ a eomposigao de uma equagao 
cujas raizes sao numeros dados. Por exemplo, qual 4 a equagao 

cujas raizes sao ~ e - — ? 

j A equagao pedida 4 do segundo grau 
x' = — x" = - — - i com uma' incognita, visto que deve ter 

3 5 } duas raizes. Estas, sendo diferentes de 

_ _2_ 3 \ zero, e nao sendo sim4tricas, a equagao 

x 3 ~~5 | que vamos formar 4 uma equagao com- 

. 2 i pleta do segundo grau e, portanto’da 

x'+x" - — ! forma 

15 | x 2 + px + q = 0 

_ 2 ( 3 ^ J „ 1 1 


cujas raizes sao 


x'+x" = 


x'+x" - 


■ 1 ( 4 ) 


x'+x' 
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Portanto, a equagao pedida 4: 

9 x 2 
x 2 = 0 

15 5 


15x 2 — x — 6 


A disposigao pratica deste exercicio pode ser a seguinte: 

I. Jormar uma equagao cujas raizes sejam + ^ e —0,9. 

x' = _pJL j x 2 + px + q = 0 

4 1 _ 3 27 

x " = _ i 4 ! V 20 ^ 40 

3 10 9 ! ^+2J-2Z_6 

x'+x" = — — — ! 20 40 

4 3 10 ! 40x 2 + 6a; -27 = 0 

x +x — — — J Resposta. A equagao pedida, 

o / \ j em sua forma • mais simples, isto 

x'x" — I + com coeficientes inteiros 4: 

4\ 10/ 40 I 40x 2 + 6x - 27 = 0. 

II. Formar uma equagao cujas raizes sejam 3 + V 2. 

x' = 3 + VlF ! x 2 + px + q = 0 

z"=3_V2" | V = - 6 q = 7 

x' + x" — 6 ' I £ 2 - 6x + 7 = 0 

x'x" = (H _ a/5S ' Resposta. A equagao pedida, 
^ 'I '^1 j em sua forma mais simples, isto 
x'x" = 7 j 4, com coeficientes inteiros, 4: 

! x 2 - 6x + 7 = 0. 

Quarta aplicagao. Determinar dois numeros dos quais se 
conhece a soma e o produto. (§67) Vamos resolver este problema, 
de um modo mais rapido e elegante. 

1. Quais sao as dimensoes de um retdngulo cuja area e de 
15m 2 , sendo a soma das mesmas dimensoes igual a 8 m? 

Sejam x e y as dimensoes do retangulo; de acordo com o 
enunciado temos: 

x + V — 8 xy — 15 


x'x" = 7 
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Portanto, x e y sao as raizes de uma -equagao do segundo 
grau, da forma z 2 + pz + q = 0, na qual p— -Seq — + 

E’ bastante, pois, resolver a equagao 


z 2 - 8z + 15 = 0 . ‘ • ; 

z = 4 ± V 16-15 . ’ . | 

* = 4±1 {?=!} i 

13 , 

- 13x+40 = 0 x = —± 


Resposta. As dimensoes do 
retangulo sao 5m e 3m. 

II. Determinar dois numeros 
cujo produto 6 40 e cuja soma e 13. 



13 3 . J x '=8\i Resposta. Os dois numeros pe- 

~2 — ~2 ' ’ \ x" — 5 / ! didos sao 8 e 5. 


III. Determinar dois numeros cuja soma e b, e cujo produto 



O problema III e uma generalizagdo, e os dois valores de x 
«5o as duas formulas necessarias para resolve-lo. O problema e 
possivel, quando o valor maximo de 4 p e s 2 . (§67) 


Exercicios orais 

1 . Resolver, pelo exame dos coeficientes, as equagSes 1 a 12 da s6ne 

Sc'/': 

2 Dizer os sinais das" raizes das equagoes 1 a 48 da s6rie XXXVI e 
dizer tamb&n qual das duas raizes e a maior em valor absolute. 


Exercicios. Serie XXXVII 

Formar equagoes cujas raizes sejam: 

• v ; 2 ! 5 

mm r I o O _ *7 ' C A o I 7. ( 


7 e 5 


3. 8 e - 7 


4. 10 e 


5. 4 e 7T 


6. ~ e - 6 
4 


9. -3 e - 4~ 

1 , 3 

m 2 T « i 7 
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11. 4,2 e 0,8 

12. 2,5 e 1,6 


e -0,2 
14. ~ 0,3 e — 


20. + -|- 
o 

29. 

21. 2±V'¥ 

30. 2±V~3 

22. 3±V"2 

31, 5 ± 2i 

23. 5±a/¥ 

32. 3 ± 4z 

24. 3±^~5 

33. V 2" ± V'¥ 

25 . i + yir 

34. V 3" ± V"5 

26. 2 ±V¥ 

35. V ± 2 V¥ 

27. 1 ± V-2 

- 3± 2 ^ 

28. 2 ± V~ 

- 2± 3 V " 


5± V2” 
3 

2 ±»V 2 

3 _ 

3 ±is] 2 

3 

a a 
¥ 6 "3 
2 a 3 a 
¥ e ¥ 

1 1 


1 1 

— e — 
m n 


48. (2to+ 3) e (2m - 3) 

49. ( m+n ) e (to - n) 


15. 0 e 7 J 24. 3± \ 5 \ 33. -y 2 + S} 3 i 42. y e — 

* | \ ^ 1 

16. 1,5 e 0 ! 25. 1 ± \¥ j 34. V 3 ± V 5 j 43. — e y 

17. ?e0 ! 26. 2±\IY | 35. ± i^~2 { 44 ® e - 

4.i j 1 b a 

18. -0,6 eO ! 27. 1±V“2 i 36. -= ^ L - { 45. — e — 

1 i 2 to n 

i i 2 -f- a/ 2 

19. ± 0,5| J 28. 2 ± a/- 1 J 37. — y j 

4 6. — - — e — ^-r ' 48. (2jw+3)e(2w — 3) 

a + b o-o i 

47. (o+b) e (a — b) \ 49. (m+n)e(m - n) 

50. Dada a equagao x 2 - 10a: + m = 0, qual deve ser o valor de to para 

que a diferenga entre as raizes seja 4 ? _ . 

0 parametro m 6 o produto das duas raizes da equagao; precisamos, 
em primeiro lugar, determinar as duas raizes. 

As duas raizes sao x' e x". Sua soma e 10 e o problema exige que sua 
diferenga seja 4. E’ necessdrio resolver o seguinte sistema: 
f x > y x ” = io 1 . ( x' ==7 \ j Ora, sendo to o produto das duas 

^ x > _ x "= 4/ • • \ x" = 3 j j raizes, teremos to = 7 X 3 = 21. 

Resposta. O par&metro to deve ser igual a 21. 

51. x 2 — 19x+m =0. Qual deve ser o valor de to, para que s' — x" = 5 ? 

52. x 2 - 10a: +to = 0. Qual deve ser o valor de to, para que x' - x " = 3 7 

53. x 2 - 15x +to = 0. Qual deve ser o valor de to, para que x’ - x" = 5 ? 

54. 3x 2 - 10 x+to = 0. Qual deve ser o valor de to, para que x' -x" = % ? 
T.embrar que x' + x" = 2 %. 

55. 3x 2 - 7x +to = 0. Qual deve ser o valor de to, para que x' - x" = % ? 

56. 2x 2 + 5x — to=0. Qual deve ser o valor de to, para que x’ - x" = -% ? 

57. 5x 2 + 9x — to=0. Qual deve ser o valor de to, para que x' - x" = - % ? 

58. x 2 - 6x+to=0. Qual deve ser o valor de to, para que x' 4- x" = % ? 

59. 3x 2 - 5x+to=0. Qual deve ser o valor de to, para que x' -5-x" = J4 ? 

60. x 2 + px+54=0. Qual deve ser o valor dep, para que x'^x" = 6? 

61. 3x 2 + px+ 3=0. Qual deve ser o valor de p, para quex'-i-x"“9? 
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71. O trinomio do segundo grau. E’ uma expressao al- 
gebrica racional e inteira da forma ax 2 -f-bx-f-c. (E.M.T.V. § 56, V) 
As expressoes alg6bricas . i 

5.x 2 - 7x + 3, — 4x 2 -f- 9x — 8, 3x 2 + 5x + 1 

sao trinomios do segundo grau. 

O trinomio do segundo grau tern uma infinidade de valores 
numericos. fiste valor numerico varia de acbrdo com o valor 
numerico atribuido a letra x, a unica letra que figura no trino- 
mio. A letra x e a variavel independente. Quanto ao trino- 
mio, sen valor numerico depende do valor numerico de x ; di- 
zemos, neste caso, que o trinomio 6 uma fungao de x, e o repre- 
sentamos por y, letra esta que recebe o nome de variavel depen- 
dente ou variavel fungao ou, simplesmente, fungao. (§2) 

No trinomio 3x 2 - 5x + 7, os coeficientes 3, 5 e 7 sao cons- 
tantes absolutas. No trinomio ax 2 -f- bx + c, os coeficientes a, b e c 
sao constantes arbitrdrias ou pardmetros. (§2) 

O parametro a, do trinomio do segundo grau, pode ser 
positivo ou negativo. 

Chamam-se raizes de um trinomio do segundo grau, as rai- 
zes que se obtem, igualando o mesmo trinomio a zero, e re- 
solvendo a equagao resultante. Seja o trinomio — x 2 -j-7x — 12. 
Igualando-o a zero e resolvendo a equagao resultante, acharemos 
x' = 4 e x" = 3. E diremos que as raizes do trinomio — x 2 +7x— 12 
sao 4 e 3. Portanto. 

As raizes de um trinomio do segundo grau sao os valores de x 
que anulam o mesmo trinomio, isto e, sao os valores de x para os 
quais, o valor numerico do trinomio e igual a zero. ■ 

0 valor numerico de um trinomio do segundo grau e igual 
a zero, quando se substitue x por uma das raizes do trinomio; 
e dijerente de zero, quando se substitue x por um numero qual- 
quer que nao e raiz do trinomio. 

Yejamos agora qual a regra geral para decompor em fato- 
res um trinomio do segundo grau. 

Teorema. 0 trinomio do segundo grau e igual ao produto 
a(x - x')(x - x"). 

Tomando o trinomio ax 2 -f bx + c e pondo a em evidencia, 
teremos: 
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ax 2 + bx + c = a\x 2 + ~-\- ~ ^ q) 
Lembrando que (§69, fim) 

~ = ~{x' + x") ~ = x'x" 

a a 

e substituindo em (1) resulta: 

ax 2 + bx + c = a[x 2 -(x' + x")x + x'x"] 
f a to ran do a expressao entre colchetes (E.M.T.V. § 56, II) 
ax 2 + bx + c — a[x 2 — x'x — x"x + x'x"] 
ax 2 + bx + c = a[x(x — x') — x"(x — x')] 
ax 2 + bx + c = a[(x - x')(x - x")] 
ax 2 + bx + c = a(x — x')(x — x”) C.Q.D. 


Exercicios. Serie XXXVIII 
1. Fatorar o trinomio 2x 2 - llx + 5. 

Igualando-o a zero, para determinar as suas raizes, teremos: 

2x 2 — llx + 5 = 0 i 

1 ax 2 4- k + c 


11 ± V 121-40 


11 ±9 


x' = 5 x" = — 
2 


ax 2 + bx + c = a(x - x') (x - x") 


2x 2 - llx + 5 = 2 (x 




2x 2 -llic + 5 = (x- 5)(2x - 1) 

Resposta. 2x 2 - 11a: + 5 = (x - 5)(2x - 1) 


2. Fatorar o trinomio - 2x 2 + llx -5. 

Igualando-o a zero, para determinar as suas raizes, teremos s' = 5 e 
x ’ ~ ~ 2 ~ V formula de fatoragao e: 

ax 2 +bx + c . = a(x - x')(x - x") 


-2x 2 + llx -5 = ~2{x 




2x 2 + llx - 5 = (x - 5)( - 2x + 1) 
2x 2 + llx- 5 = {x — 5)(1 — 2x) 


Logo, 
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3. Fatorar o trinfimio 6x 2 — x — 70. 

Igualando-o a zero, para determinar as suas raizes, teremos: 
6x 2 - x - 70 = 0 | ax 2 +bx+c = a{x - x') (x - x") 

; e^-TO-et *-!)(*+! 

1 ± 41 ! / 7 \ / 

x = 12 ! 6x 2 -x-70 = 2X3l x-— II x- 


<xx 2 +5x+c = a(x - x') (x - x") 
te ._*-70-6(*--|)(*+^) 

6x 2 -x-70 = 2X3^ x--|) ( ) 

6a; 2 -a: — 70 = (2a; - 7) (3a; + 10) 

i 5. Fatorar x 2 - 2a: + 4. 

x 2 - 2x + 4 = 0 
j x = 1 ± 4 

! x = i ± f V~3 

J x' = 1 + W 3 

! . x" = 1 - W^3 

! ox 2 + &x + c = a(x - x')(x-x")_ 
J Y) i x 2 -2x +4 = (x-l-iV 3 ) (x-1 +W 3) 


4. Fatorar x 2 — 2x - 1. 
x 2 - 2x - 1 = 0 

x = 1 ± V 1 + 1 
x = i ± V][ 
x' = 1 + V j[ 

x" = 1 - V 2 

ox 2 + 6x + c = a(x - x')(x - a;") 
x 2 — 2x— 1 = (x— 1— V 2)(x— 1 + V 2 ) 


6. 

5x 2 — 9x-2 

1 

2 

14. 

3x 2 +llx — 4 < 

22. 

2x 2 

7. 

4x 2 — 19x — 5 

1 

i 

15. 

— 12x 2 +13x — 3 i 

23. 

25x 2 - 

8. 

7x 2 +41x — 6 

i 

1 

16. 

— 20x 2 +23x — 6 ! 

24. 

X 2 

9. 

- 18x 2 + 15x-2 

t 

! 

17. 

12x 2 + x — 6 ] 

25> 

x 2 - 

10. 

— 2x 2 — 5x+3 

1 

1 

18. 

x 2 - 4x+l j 

26. 

X 2 

11. 

- 5x 2 — 9x+2 

1 

1 

19. 

x 2 — 6x +4 J 

27. 

X 2 

12. 

13. 

— 6x 2 + 7x — 2 
15x 2 — 16x+4 

} 

i 

l 

20. 

21. 

/■v J.r-1-9. 1 

m/U 1 — 

x 2 + 6x+4 i 

28. 

X 2 


Simplificar as fragoes algebricas que se seguem. 

x 2 - 2x - 15 *, 3x 2 — 2x — 1 J 

29. „ , , T7T i 32. „ 2 _ c_ _ o i 


x 2 - 2x - 15 


3x 2 — 2x — 1 

35. 

x 2 + 7x + 12 

«>«w. 

3x 2 — 5x — 2 


x 2 + 4x — 5 

QQ 

3x 2 - lOx + 3 

36. 

x 2 + 7x + 10 

OO. 

2x 2 — 7x +3 


2x 2 - 3x - 2 

1 

3x 2 — lOx +3 

i 37. 

2x 2 + 7x + 3 

; o'*. 

3x 2 - 7x +2 

; 


24X+48 
lOx- 2 


3x 2 -7x +2 
ox 2 — 9x - 2 
4x 2 — 3x- 1 
4x 2 — 19x - 5 
3x 2 — 7x + 2 
3x 2 + llx - 4 


CapItULO VI 


Problemas do Segundo Gran 

72. Equagoes biquadradas. A equagao biquadrada 6 uma 
equagao do quarto grau, com uma incognita, e que contem sd- 
mente potencias pares da incdgnita. As equagoes 

3x 4 -5x 2 + 7 = 0 5y 4 + 3t/ 2 — 10 = 0 z 4 -3z 2 + 5 = 0 

sao equagoes biquadradas. 

A forma normal de uma equagao biquadrada 6: 

ax 4 + bx 2 + c — 0 (A) 

Para resolver esta equagao, recorremos a um artificio muito 
simples; fazemos 

P = y (B) 

e, conseqiientemente, x 4 = y 2 . Tomando a equagfio (A) e substi- 
tuindo x 4 por y 2 , e x 2 por y, teremos: 

ay 2 + by + c = 0 (C) 

A equagao (C) e chamada resolvente quadrdtica da equagao (A). 
Resoivendo a equagao (C), teremos: 

- b + V b 2 — 4 ac 

V = — =-o 

Mas, y = x 2 (equagao B). Portanto, 

- b 4- V b 2 - 4 ac 


Finalmente, extraindo a raiz quadrada de ambos os membros 
desta ultima equagao, resulta: 


b + V"6 2 

2a 


j Formula 
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E J esta a fdrmula de resolugao da equagao biquadrada. Ela 
nos mostra que esta equagao tern, quatro raizes, a saber: 


• T x = 


- b + V b 2 — 4 ac 

2 a 

- b + V b 2 -4 ag 

2a 


x a = + 


b — V b 2 — 4 ac 


Observando com atengao a primeira e a segunda raizes, nota- 
mos que elas sao iguais em valor absoluto, porem com ’ sinais 
contrarios; logo, sao simelricas. O mesmo acontece com a ter- 
ceira e a quarta. Portanto, podemos escrever: 

x i ~ ~ x 2 . * 3 = -*4 

Ora, a esta conclusao poderlamos ter chegado, antes mesmo 
de resolver a equagao. Consideremos, por exemplo, a equagao 
a; 4 — 29x 2 -f- 100 = 0. Se uma das raizes desta equagao e + 2 
(o aluno deve verificar) e claro que - 2 e tambern -raiz desta equa- 
gao. Com efeito, e indiferente elevar -(- 2 ou — 2 ao quadrado 
ou a quarta potencia; os resultados serao iguais. 

x 4 - 29a; 2 + 100 = 0 

(+2) 4 — 29(+2) 2 +100 = 0 . -. 16 — 116+100 = 0 . 0 = 0 

(-2) 4/ -29(-2) 2 +100 = 0 . -. 16-116+100 = 0 . 0 = 0 


Na equagao biquadrada, o coeficiente de x 2 , e o de x°, isto 
e, do termo independente de x, podem ser positivos ou negativos; 
mas o coeficiente de x 4 pode ser suposto sempre positivo porque, 
se for negativo, multiplicaremos ambos os membros da equagao 
P or ~ 1- Eor exemplo, se tivermos de resolver a equagao. . . . 
— 4x 4 + 37x 2 — 9 = 0, deveremos, em primeiro lugar, multiplicar 
ambos os membros desta equagao por - 1. Resultara a equagao 
4x 4 - 37x 2 + 9 = 0. 

O primeiro membro de uma equagao biquadrada reduzida 
a forma normal, isto e, o primeiro membro da equagao (A), 6 
um polindmio incompleto porque nao contem a primeira e a 
terGeira potencias de x. Portanto, a equagao biquadrada 6 sempre 
incompleta. E, quando a equagao biquadrada nao contem a 
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segunda potencia de x, ou a primeira, ou ambas damos-lhp n 
nome de equagao biquadrada reduzida. Por exemplo, as equagOes 
x 4 + 8x 2 = 0 x 4 — 16 = 0 *4 = 0 

sao equagoes biquadradas reduzidas. 


Exerclcio. Resolver a equagao x 4 — 5x 2 + 4 = o. 



Resposta :. As raizes da equagao dada sao + 2 e + 1. 


Exercicios. Serie XXXIX 


Resolver as equagoes biquadradas seguintes: 


1. 'x 4 - 34x 2 + 225 = 0 

2. x 4 - 50x 2 + 49 = 0 
3.,x 4 — 13x 2 + 36 = 0 

4. x 4 — 41x 2 + 400 = 0 

5. x 4 - 104x 2 + 400 = 0 

6. x 4 - 125x 2 + 2 500 = 0 

7. 4x 4 -5x 2 ++ = o 

8. 4x 4 — 17x 2 + 4 = 0 

9. 9x 4 - 82x 2 + 9 = 0 

10 . 9x 4 - 37 x 2 + 4 = 0 

11 . 25x 4 - 26x 2 + 1 = 0 

12. 16x 4 - 25x 2 + 9 = 0 

13 . 36x 4 — 13x 2 + l = o 

14 . 100x 4 -41x 2 + 4 = 0 

29 . (x 2 — 2) 2 


15. 144x 4 — 73x 2 + 4 = Q 

16. 100x 4 - 29x 2 + 1 =0 

17. x 4 - llx 2 + 18 = 0 

18. x 4 - 28x 2 + 75 = 0 

19. x 4 - 6x 2 + 8 = 0 

20. x 4 — 21x 2 + 80 = 0 

21. x 4 - 5x 2 + 6 = 0 

22. I0x~ 4 -7x -2 + i=o 

23. 21x‘ 4 - 10x- 2 +1 = 0 

24. 1 9x~ 2 + 18x~ 4 = 0 

25. x 4 + 23x 2 = 50 

26. x 4 = 2x 2 + 3 

27. 4x 4 — 2 = 7x 2 

28. 9x 4 - (26x 2 + 3) = 0 

- x 2 = 504 - 


irracionais. Uma equagao e chamada irra- 

?r exeZln mc °d™ ta situada debaixo de um radical. 
vor exemplo, as equagoes 

3 + Vx = 6 7 — V"x~-^T = 4 V"x~ +5 = 2 V"x" 


sao equagoes irracionais. 
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Antes de aprender a resolver estas equates, 6 conveniente 

TeC ° T MultipUcando ambos os membros de uma equagdo, por uma 
expressdo que contenha x, a equagdo resultante nao e, em geral 
equivalent^ d primeira, isto 6, pode admitir raizes que nao convtm 
d primeira. (E.M.T.V. §69, II) 

74, Resolugao das equates irracionais. Adiversidade 
de formas das equates irracionais nao permite estahe ecer um 
reara geral para a sua resolugao. 0 processo vana, de acord 
com a equagao dada. E’ preferivel examinar alguns tipos mars 
simples desta especie de equates, e estabeleeer a regra para cada 

um deles. 

I. Resolver a equagao Vs+1 = 5- _ 

Elevando ambos os membros desta equagao, ao quadrado, 

teremos: % + 1 = 2 b . ' . x = 24 

Verijicagao. V 24 +1 = 5. .5 — 5 
Resposta. A raiz da equagao dada 6 24. 

Observagao. Resolvida uma equagdo irracional a venjica- 
gdo da raiz obtida e, em geral, indispensdvel. Com efeito, consi- 

deremos a equagao 

- V x + 1 = 5 

Elevando ao quadrado, x + 1 = 25 . * - x = 24 

Verificando, — V 24 +1 = 5 .. - 5 — 5, o que 6 um 

absurdo. 

Em resumo, dadas as equagSes 

+ VT+T = 5 (i) 

— V~x~ ~+"l = 5 ( 2 ) 

e elevando-as ao quadrado, resulta. 

X + 1 = : 25 . (3) 

A ecraacao (3) nao 6 eqiiivalente a equagao (1) ou k equa- 
gao (2) porque, quer no caso da equagao (1) o u da equagao (2) o 

urimeiro membro foi multiplicado por "V x + 1, isto 4, por uma 
quanRdad“ que contdm x (§73); pode center raizes estranhas a 
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estas equagSes; dai a necessidade de verificar se as raizes da 
equagao (3) convem a equagao (1) ou a equagao (2). No caso 
presente, 24, que 4 a raiz da equagao (3), conv4m a equagao (1) 
mas nao conv4m a equagao (2) que, alias, nao tem solugao,^ e 
uma equagao impossivel. E assim verificamos que ha equagoes 

irracionais que nao tem raizes. 

II. Resolver a equagao Vx + 9 = ll-x. 

Elevando ao quadrado x+9 — 121-22x+x 2 

Ordenando x2 — 23x +112 — 0 

Resolvendo. x' = 16 e x ** 7 

Verijicagao. V 16 + 9 = 11 — 16 . ‘ . 5 = — 5 (?) 

V 7 + 9 = 11-7 .'.4 = 4 

Resposta. A raiz da equagao dada 4 7. 

Observagao. Consideremos as equagoes seguintes. 

+ Vx + 9 = 11 -x (1) 

— Vx + 9 = 11 — x (2) 

Elevando-as ao quadrado, teremos: 

x + 9 = 121 -22x + x 2 . ' . 
x 2 -23x+ 112 = 0 (3) 

x’ — 16 e x" = 7 

A primeira raiz, x' = 16, convem a equagao (2) ao passo 
que a segunda raiz, x" = 7, conv4m h equagao (1). A equagao (3) 
resulta da elevagao ao quadrado, da equagao (1) ou (2); portanto 
pode conter raizes estranhas a uma ou outra destas equagoes. Se 
a equagao dada 4 (1) a raiz estranha 4 16; se a equagao dada 4 (2) 
a raiz estranha 6 7. Em resumo: 


+Vx+9 = ll-x(l) 
-Vx+9 = 11 -x (2) 


. x 2 ~23x+112 = 0 . \ 


x' = 16 
x" = 7 


A raiz da equagao (1) 4 7. 

A raiz da equagao (2) 4 16. _____ 

III. Resolver a equagao V 3x — 2 + 5 = Vx + 35 
Elevando ao quadrado. . . 3x — 2+10V3 x — 2+2 5 = x+35 
Reduzindo 3x+23 + 10V 3x — 2 = x+35 
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Transpondo e reduzindo. 10 V3®-2 = - 2® + 12 

Dividindo por 2 5 V 3 ® - 2 - 6 - x 

Elevando ao quadrado . . 25(3® - 2) — 36 - 12® + ® 2 
Eliminando os parenteses. 75® - 50 — 36 - 12® + ® 2 
Reduzindo e ordenando . ® 2 - 87® + 86 = 0 

Resolvendo . .... ®' - 86 e x" — 1 

Verijicagao. V3X86-2 + 5- V 86 + 35 . • . 

V256 + 5 = VHT . 16 + 5 = 11 (?) 

V3 X 1-2 + 5 - V 1 + 35 . ’ . 1 + 5-6 
Resposta. A raiz da equagao dada e 1. 

O bservag ao. A raiz 86 convem a equagao - V 3® - 2 + 5 
= — V x + 35, como e facil verificar. 

IV. Resolver a equagao V ®+2+V ® - 1 = V 3® +3. 
Elevando ao quadrado. . . 

® + 2 + 2'V(® + 2)(® - 1) + ® - 1 = 3® + 3 

Reduzindo . . 2®+l+2V® 2 +® - 2 = 3® +3 

Transpondo e reduzindo. 2A/.® 2 + ® — 2 = ® + 2 
Elevando ao quadrado . . 4(® 2 + ® — 2) = ® 2 + 4® + 4 

4® 2 + 4® — 8 — ® 2 + 4® + 4 
Ordenando 3® 2 - 12 = 0 

® 2 - 4 - 0 


Verijicagao. . x + e ® 2 

V2+2+ V 2 — 1 — V6+3 . ' . V4 + Vl — V 9 . ‘ . 3 =3 
V“ 2 + 2 + V- 2—1 = V3(-2)+3 . • . VcT+ V ^3 - V ^3 

Resposta. A equagao dada admite duas raizes: + 2 e - 2. 

De acordo com os exercicios anteriores, a resolugao da equa- 
gao irracional fica subordinada, na maioria dos casos, & seguinte 


_ Regra. Se a equagao ten urn radical, isola-se 0 mesmo, no pri- 
meiro ou segundo membro da equagao, e elevam-se ambos os rnern- 
bros desta, ao quadrado. Resolve- se a equagao resultante e verijica- 
se se as raizes obtidas conv&m a equagao dada. Se a equagao ten 
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dots radicals, isola-se uni deles e elevam-se ambos os membros da 

raS\ulela^° ’’ WO equa ^° ^ultante, isola-se 0 
adical que ela contem, e elevam-se ambos os membros desta semmdn 

equagao ao quadrado. Eliminados os radicals, resolve-se a eZacdo 
resultante, e venjica-se cuidadosamente quais as raizes desta iltima 
equagao, que convert a equagao dada. 

Exercicios. Serie XL 

Resolver as equagoes irracionais seguintes: 

1 . 3®-2V® = 65 ■ 1 19. V^+l + V 3^5 = 4 


1. 3® — 2 V ®~ — 65 

2. 4 V ® + V 4® ,= 18 

o V® 2 VI® ■ 34 
3 - T—r + T = 0 

4. V® + 11 -® + 1 = 0 

5. V 3® + 28 + 2® = 21 

6. V 2 ® — l + 7 = 2® 

7. V® 2 — 20 = 10 — ® 

8. V 41 — ® 2 = 9 — x 

9. V ® — 1 + V 2® = 3 

10 . V® 2 - 9 = 9 -® 

11 . V®+15 — 15 — V® 

12. vsr-7,; 

13. V ® - 1 - V®- 4 ' = 1 

14. V ® + 1 + V® + 10 = 9 

15. V 3® + 7 — V 2 ® + 10 = 0 

16. V 2® + 5 — V 2® + 2 = 1 

17. V 2® + 5 + V 2® — 3 = 4 

18. V® + 1 = V3®-5 


20. V ® + 32 = 16 — VaT 

21. ® + 2 - V® 2 + 6 

22. V ® + 12 = V ~ + 2 

23. V®-7-V® + 1 +2-0 

24. Vs® — 5 = 1 + V 2® — 5 

25. Vl2+® + V2®+ 1 = V7®+21 


27. V3 + 


V 2® - 3 
6_ 

V 3 + ® 


28 . — + -JL = 

x 4V £ 8 

2g 2 + V 1 — ® ^ 5 
2 - V”l-® ~ 3 ~ 

30. 2 = V~s~+ 8 

V ® - 3 V®~- 2 

31. V ® + V 9 - ® = 3 


3 (*). 
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« Problemas do segundo grau com uma incognita. 

Ja vimos (§29) em que consiste a resolugao algebrica de um pro- 
Mema ' A 2 “ficuldade consiste em po, o problem, em e q ua- 
- Wav, pit™ re-ras gerais para estabelecer a equagao do 
Zoblema isto 6 a tradugdo em linguagem algebrica do enunciado 
Z mZ’o probldma. Em muitos casos podemos recorrer a co- 
nhecida regra de Newton. Em outros, porem, tudo depende da 

habilidade do estudante. . 

Dado um problema, a equagao resultante pode ser do pnmeiro 
2 rau- neste caso diremos que o problema dado e do pnmeiro grau. 
lode’ acontecer, porem, que a equagao resultante seja do segun o 
grau; entao o problema sera do segundo grau. Portanto, ^ 

O problema do segundo grau 6 aquele cuja tradugao 
em linguagem algebrica d& origem a uma equagao do 
segundo grau. 

A equagao do segundo grau tern sempre duas raizes; m^, 
o problema do segundo grau pode ter duas solugoes, uma ou 
nenhuma. As duas raizes da equagao do segundo grau podem ser. 

a) reals ou imagindrias ; 

b) inteiras ou jracionarias , 

c) positivas ou negativas , 

d) racionais ou irracionais. 

Ora nem todo o problema pode admitir como solu 5 ao um 

ntimero imaginario ou Iracionirio ou negatrvo ou irracional. 
umu & i., & o irltirlp. de um m- 

Pnr pxemplo, se a soiugao do ~ a. . 

divlduo Stanao pode ser um numero negatrvo ou rmagmano 

Se 6 o ntimero de lados de um poligono, tete numero nao pode 

ser fracionario Se <S a profundidade de um po S o (§76) e acbamos 

ser iraeiona , DO sitivos e diferentes, estamos diante 

5 umabsurfo! O po 5 o nao pode terduas profundidades diferentes. 

6 cla ™- neC essidade de interpretar certas raizes singulares, 

SSSS2 
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resolvidos mediante uma equagao do segundo grau com uma in- 
cdgnita. 

I. A dijerenga entre o quadrado de um numero e o decuplo 
do mesmo numero e 231. Determinar 6ste numero. 
Representando-o por x, teremos: 

x 2 - 10* - 231 = 0 | Resposta. O problema admite duas 

x — 5 + 'Si 25 + 231 J solugoes; 21 e - 11. Com efeito, 


x — 5 + "V 25 + 231 j solugoes; 21 e - 11. Com efeito, 

*r = 5 2 J 16 i 21 2 - 10 X 21 = 231 

x" = -U J (- ll) 2 - 10C- ID = 231 

II. A dijerenga entre o quadrado da idade de Carlos e o decuplo 
da mesma idade e 231. Determinar a idade de Carlos. 
Representando-a por x, teremos. 
x 2 - lOx — 231 = 0 ! Resposta. Carlos, tem 21 anos. A 


2 _ i n- oqi =n i Resposta. Carlos tern 21 anos A 

x 10* 231 , ra - z negativa da equagao 6 rejeitada 

x' — 21 J porque a idade de Carlos nao pode ser 

x" — — 11 { negativa. 

III. Determinar dois numeros cuja dijerenga 6 8 e cujo pro- 

duto e 240. 

Seja * o menor, o maior sera * + 8. Portanto, 


x(x + 8) = 240 
x 2 + 8* — 240 = 0 
x = -4 + "V 16 + 240 
x = - 4 ± 16 
x' = 12 
x" = - 20 


i Resposta. Sendo 12 o numero menor, 
j o maior sera 12 + 8, isto 6, 20. Sendo 
i _20 o menor, o maior sera - 
1 isto 6, - 12. Portanto, o problema ad- 
1 mite duas solugoes: 12 e 20 ou-20 e -12. 
1 Com efeito, 20 - 12 = 8 e ^0X12-2 , 

J — 12 — (- 20) = 8*e (- 12)(- 20) - 240. 


IV. Determinar as idades de Carlos e Raul, sabendo que sua 
dijerenga e 8 e seu produto, 240. 

Seja x a idade de Raul; a de Carlos sera * + 8. Portanto, 


x(x + 8) = 240 
x' - 12 
x" - - 20 


) Resposta. A raiz aceitavel 6 12; Raul 
j tem 12 anos, e Carlos, 20. A raiz nega- 
j tiva 6 rejeitada. 
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, ni V ' Dete rminar dois numeros cuja soma e 20 e cujo produto 
e 91. G -eneralizar. Mostrar quais as condiqoes para que o problema 


seja possivel. 

Observagao. Em geral, os 
rentes. 

Seja x o numero maior; I 

o menor sera 20 - x. Logo, J 

a;(20 — x) = 91 ! 

20£-z 2 -91 = 0 ' 

x 2 -20x -j- 91 = 0 i 

x' = 13 x" = 7 ! 

Consideremos a primeira 
raiz, isto 4, x' = 13. Sendo 
13 o numero maior, o menor 
4 20-13, isto 4, 7. Com efeito, 

'13 + 7 = 20 e 13 X 7 = 91. 

A segunda raiz deve ser re- 
jeitada porque se o numero 
maior fosse 7, o menor seria 
20 — 7, isto 4, 13, o que 4 um 
absurdo. 

Resposta. O numero 
maior 4 13 e o menor,. 7. 


dois numeros pedidos sao dife- 

Seja x o numero menor; o 
maior sera 20 - x. Logo, 

x(20-x) = 91 
20x — x 2 -91 = 0 
x 2 20x -j- 91 — 0 
x' = 13 x" - 7 

Consideremos a primeira 
raiz, isto 4, x' - 13. Sendo 
13 o numero menor, o maior 
e 20-13, isto 4, 7, o que 4 um 
absurdo. Portanto, a primei- 
ra raiz deve ser rejeitada. 
Consideremos a segunda raiz, 
isto 4, x" = 7. Sendo 7 o 
numero menor, o maior 4 
20-7, isto 4, 13. Com efeito, 
7 + 13 — 20 e 7 X 13 = 91. 

Resposta. O numero menor 
4 7 e o maior, 13. 


Observemos que, quer num caso, quer no outro, a equacao 
tern as duas raizes positivas. Ora, isto nao signifiea que o pro- 
blema tenha duas solugoes diferentes. Se a equagao do problema 
a mesma, quer x jepresente o numero maior, quer represente 
o numero menor, nao 4 natural que a equacao nos de somente 
um destes numeros; o que 4 natural e logico 4 que ela nos de os 
ois numeros ao mesmo tempo. E, assim, as duas raizes da equa- 
te 10 constituent a unica solugao do problema. 

, • Po . r tanto, resolvendo problemas desta esp4cie, nao 4 neces- 
sano dizer: seja x o numero maior jou o menor). E’ bastaute dizer: 
seja x um dos num.eros pedidos ; o outro sera 20 - x, etc.. 


i 

I 
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Generalizagao. Seja s a soma e p, o produto. Representando 
um dos ndmeros (o maior ou 0 menor) por x, o outro sera s — x 
Logo, 

/ v ! 0 problema ter4 solugao se as duas 

^ ' V J raizes forem reais, o que exige que te- 


sx — x 2 ■ 


sx + p = 0 


nhamos — ^ p. Se tivermos — < v 
4 4 


w*' 1 [J — U j 

I as duas raizes serao imaginarias (§56) 

X - JL 4- A~- v 1 e 0 Problema nao tera solugao. Portan- 
2 v 4 ! to, para que o problema seja possivel, 

1 e necessario que a quarta parte do 
quadrado da soma, s, seja maior que o produto, p, ou, no mlnimo, 
igual a 4ste produto. Por exemplo, nao existem dois numeros 

cuja soma seja 20 e cujo produto seja 120, porque — < 12 q. 

§2 4 

Q uando tivermos — - > p, os dois numeros pedidos serao 
diferentes; com efeito, ^ 


f 

I? 

yjj-i 


Quando tivermos — = p os dois numeros pedidos serao iguais; 
com efeito, 4 


x f = x f/ 


s" = 0 


Ora, se para o valor mdximo de p, as duas raizes sao iguais, 
conelue-se que, para dividir um numero em duas partes cujo pro- 
duto seja maximo, 4 bastante dividir este numero em duas partes 
iguais. 

VI. Quantos lados tern um poligono com 275 diagonais? 
Generalizar. 

Representando por n 0 numero de lados e por d, o de dia- 
gonais, jii sabemos que: 

, n(n — 3) 

d = 2“ Z (E.M.T.V. § 131) 


(E.M.T.V. § 131) 
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Substituindo d por 275, teremos: 

275 _ | 

550 = n 2 -3n i 

n 2 - 3n - 550 = 0 I 


° _L_ 

n = ¥ ± 


+ 550 


3 . 47 

‘ V ± "2 

25 »" = 


A raiz negativa deve ser recusada porque o numero de lados 
de um pollgpno nao pode ser negativo. Portanto, o poiigono tem 

25 lados. . 

Generalizagao. Quantos lados tem um poiigono cujo numero 

• de diagonals e d ? _ . 

Tomando a fdrmula d = ” n ~ > e dela deduzindo o valor 

de n, em fungao de d, teremos: 

2d = n 2 - 3n 5 Esta fdrmula nos da o numero 

2qo j _ n ! de lados de um poiigono, em fun- 

n —6n — Za - 0 , ? ~ Q ( j Q ni ^ mer0 de diagonals. Mas 

3 + V 9 + 8d 1 e la pode desdobrar-se em duas, 

n — 2 ! a saber: 

, 3 + V 9 + 8d 

n = — — 


n" = (2) 


Ora, n' e sempre posit ive, ao p asso que n" 6 sempre negativo 
porque, evidentemente, V 9 + 8d > 3. E, considerando que o 
numero de diagonais de um poiigono nao pode ser negativo, segue- 
se que a fdrmula que resolve o problema 6 a formula (1). 

Entretanto, esta fdrmula eont4m um radical do segundo grau 
e, se o binomio 9 + 8d nao for um quadrado perfeito, o valor 
de n sera irracional e, consequentemente, o numero de lados seid 
tamb6m irracional, o que e um absurdo, porque o numero de lados 
de um poiigono nao pode ser um numero irracional, de\e ser um 
numero positivo e racional. Logo, para que o problema tenha 
solugao, o numero dado de diagonais nao pode ser qualquer; e 
necessdrio que o binomio 9 -b 3d seja quadrado perfeito. 

Satisfeita esta condigao, seja d um numero par ou impar; 
8 d sera sempre um numero par, e 9 + 8 d um numero impar; 
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logo, V 9 + 8<2 sera um numero impar, e 3 + V 9 + 8d um numero 
par, isto e, sempre divisivel por 2. 

Em resumo, para que o problema proposto tenha solugao, 6 
necessario e suficiente que o binomio 9 + 8 d seja um quadrado 
perfeito. 

VII. Determinar dois numeros cuja soma e 12, e cuja soma 
dos quadrados e 74. Generalizar. Mostrar em que condigoes o pro- 
blems e possivel. 


Seja. x o numero maior; o 
menor sera 12 — x. Logo, 

x 2 +(12 — x) 2 = 74 
x 2 +144-24x+x 2 -74 = 0 
2x 2 — 24x+70 = 0 
x 2 — 12x+35 = 0 
x' = 7 x" — 5 


Seja x o numero menor; o 
maior sera 12 - x. Logo, 

x 2 +(12 — x) 2 = 74 
x 2 +144 — 24x+x 2 — 74 = 0 
2x 2 - 24x+70 = 0 
x 2 - 12x+35 = 0 
x ' = 7 x" = 5 


Raciocinando como fizemos em relagSo ao problema Y, con- 
cluimos que as duas raizes constituem a unica solugao do problema, 
isto 6, os dois numeros pedidos sao 7 e 5. 

Generalizagao. Representemos a soma dos dois numeros por s, 
e a soma dos quadrados destes mesmos numeros por S. 

Observacao. Para estudar as condigoes de possibilidade de um problema 
com duas inedgnitas, 4 necessdrio considerar um dos dados como constante, 
e determinar os limites dentro dos quais o outro dado pode variar. 


X 2 + (s — x) 2 = S 
x 2 + s 2 — 2sx + x 2 — S = 0 
2X 2 — 2sx + s 2 — S = 0. 

2s ± V 4s 2 - 8(s 2 - S) 
X ~ 4 

2s ± V 8S - 4s 2 


Para que o problema tenha solu- 
gao, 6 necessdrio que as raizes da 
equagao sejam reais, o que exige 
2 S ^ s 2 . Considerando s como cons- 
tante, o problema e possivel quando 
o dobro da soma dos quadrados 6 
igual, no mlnimo, ao quadrado da 
soma. Por exemplo, nao existem dois 
numeros cuja soma seja 10, e cuja 


2s + V 4(2<S - s 2 ) 
2 

s + V 2 S- s 2 


soma dos quadrados seja 40, porque 
2 X 40 < 10 2 . 

O valor minimo de 2 S 6 s 2 ; su- 

, s 

pondo 2/S = s 2 , teremos x = y e 
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X " ~ Y Portanto > P ara dividir um numero em duas parcelas 

cuja soma dos quadrados seja a menor posslvel, isto e, minima 
devemos dividl-lo em duas partes iguais. 

76. O problema do pogo. 0 espago percorrido por um 


corpo que cai livremente 6 dado pela formula e 


na qual 


c representa o caminho percorrido pelo corpo, g a aceleragao da 
gravidade, que 6 mais ou menos igual a 9,81 e t, o tempo em 
segundos, empregado pelo corpo para atingir o solo ou qualquer 
obstdculo que o detenha em sua queda. Por exemplo, se soltar- 
mos uma pedra, da janela de um ediflcio, e se esta pedra, caindo 
livremente no espago, chegar ao solo depois de 6 segundos, fica- 
lemos sabendo que a altura da janela, em relagao ao nlvel da 

rua, ^ - = 9,81 X 18 = 176,58m aproximadamente, 

nao levando em conta a resistencia do ar. 

Aprendemos tambem em Fisica que a velocidade do som, 
no ar, 6 de 340 metros por segundo. Isto posto, vamos resolver 
o classico problema do pogo. 

Um individuo deixa cair uma pedra dentro de um pogo e mede 
cuidadosamente o tempo decorrido entre o momento em que largou 
a pedra, e o momento em que Ihe chegou aos ouvidos o ruido da pedra, 
ao chegar ao jundo do pogo. Qual a projundidade d&ste ? 

S6 temos um dado para resolver este problema: e o tempo 
mencionado no mesmo e ao qual chamaremos t. Mas este tempo 
t se^compoe de duas parcelas, a saber: o tempo m, durante o 
qual a pedra chegou ao fundo do pogo, e o' tempo n, durante o 
qual o ruido da queda da pedra no fundo do pogo,- chegou ao 
ouvido do observador. 

Representando por x a profundidade do pogo, e lembrando 
que o espago percorrido por um corpo que cai em queda livre, 

6 dado pela formula e = teremos: 


( 1 ) 
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Repiesentando pox z a profundidade do pogo, e lembrando 
que o espago percorrido pelo som e dado pela formula e = vt 
(sendo v = 340 metros), teremos: 


x = vn 


Somando as equagbes (1) e (2), e lembrando que m + n = t 
teremos: ; — . 1 > 

/if 4 J^ x _ , x ' 

' (1 v V g ~ i ~ (3) 

^ Ua<?a ° (3), cuja incdgnita e x, e uma equagao irrational. 
teremos JileVand ° ° S membros desta equagao ao quadrado, 




2 tx ^ x 2 


~ + ~ 
v g 


2 tx 2x , „ 

■ — b t 2 = 0 . ’ . 

V g 

+ t 2 = 0 (4) 


Calculando o discriminante desta equagao, teremos: 

b 2 - 4ac = 4 + i-V- — = /if , 3L ‘±\ 

\v g ) v 2 \v 2 ^ vg + g^)~ 

ral.pfo! bin6n f° f\ eV i dentemente ’ P^tivo; portanto, as duas 
laizes da equagao (4) sao reals. 

Dividindo ambos os membros da equagao (4) por 2, e resol- 
vendo a equagao resultante, teremos: 


- x (± + l) + ± = 0 

\v g ) ' 2 

+ -± •>/(- + — Y--T- 

g » \ v g ) V 2 


(5) (*) 


Observando a equagao (5) 6 facil concluir que as duas raizes 
sao posit ivas, o que, alias, podlamos imediatamente deduzir da 

(*) conv ^ni modificar a forma desta equagao. 
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equagao (4). Com efeito, nesta equagao, temps b < 0 e c>0, 
portanto, as duas raizes da equagao (4) sao positives. (§ 68; E I t e 
tanto, o pogo nao pode ter duas profundidades diferentes 6 claro! 
Qual 6, pois, a raiz que deve ser reeusada ? E a pnmeira, 6 x , 
porque, com evidencia, 
t 

x > > _L_ . ■ . s' > — X ~ > vt 

* \ v 1 

V 2 

Ora, sendo x' > vt e x = m, (2), teremos vn > vt . . n > t 
o que 4 absurdo, porque, seudo i = m + n, for S o; samente . 

Portanto, a raiz que conv6m ao problema 6 x , e a profun 
dade do pogo 6 dada pela fdrmula 



v 2 


Resta-nos explicar a origem da raiz x' que, como ja vimos, 
deve ser rejeitada. A equagao (3) foi elevada ao quadiadm 
tanto, introduzimos nesta equagao uma raiz estranha ( § 7 ) q 


conv6m h equagao 



77. O problema das luzes. Dois jocos luminosos de m- 
tensidades dijerentes estao situados em dois pontos A e 45. De- 
terminar na reta que passa por estes jocos, um ponto igualmente 

^ Mm Sell°/a r dStancia AB; a 2 e b 2 as intensidades dos dois fo- 
cos situados respectivamente nos pontos A e 45. 

d 

(a 2 ) A C B (b 2 ) C ' __ 


+- 


x 


d—x 
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A intensidade de um joco luminoso <5 a quantidade de Ids que 
tie envia a um ponto situado a uma unidade de distancia. Apren- 
demos em Fisica, que a intensidade de um foco luminoso vana 
na razao inversa do quadrado da distancia do foco a este ponto. 
Suponhamos, para fixar id6ias, que a intensidade de um foco 
luminoso 6 de 800 velas; para um ponto situado a um metro de 
distancia, a intensidade deste foco 6 de 800 velas; para um ponto 
situado a 2 metros, a intensidade 6 800 -4- 2 isto e, 200 ve as, 
para um ponto situado a 4 metros, a intensidade 6 800 . 4 , 

isto 6, 50 velas, etc.. n 

Isto posto, suponhamos o problema resolvido, e seja L- 

ponto igualmente iluminado pelos dois focos; fagamos Ab - x 
e BC — d - x. Em virtude do citado princlpio de Fisica, teremos . 

a 2 b 2 . j ad — ax — + bx . ' . [ x = y • ' • 

• ; ! ■ a±b 


a 2 

b 2 

X 2 

'S' 

1 

IS 

1 

a 

a , b 

x 

x d-x 

a 

±b 

X 

d -x 


ax 4; bx = ad 


x(a + b ) = ad 


x' = d X 


a 

a + b 
a 

a - d 


Vamos agora discutir estes dois valores de x. 

l. a hipotese. a 2 > b 2 . Portanto, a > b. 

Sendo a > b, as duas raizes sao positivas. Consideremos a 

primeira. Sendo a > b, a fragao TT~[. 6 <l ue T por4m 

menor que 1 . Logo, d X e maior que —> por6m menor que 

d ; isto 6, a primeira raiz, x', determina um ponto C, mais prdximo 

de B do que de A. a ... 

Consideremos a segunda raiz. A fragao yy 6 positiva, 

maior que 1. Logo, d X 6 maior que d, isto e, a segunda 

raiz, x", determina um ponto C', situado a direita do ponto B. 

2. a hipotese. a 2 < b 2 . Portanto, a < b. _ a 

Sendo a < b, a primeira raiz e positiva. A fragao a + b 

6, neste caso, diferente de zero e menor que y Logo, 
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d X 6 maior c f ue zero; porem menor que isto 4, a 

primeira raiz determina um ponto C, situado entre A e B e mais 
prdximo do ponto A que do ponto B. 

d 

C ' (« 2 ) A C B (b 2 ) 

i : -i- 1 

x d-x 

-»<- - > 


Consideremos a segunda raiz. A fragao — — , sen do a < b 
/ a 6 * 

e negativa e maior que 1, em valor absoluto. Logo, d X — 

4 um numero negativo, isto 4, a segunda raiz determina um ponto 
C , situado a esquerda do ponto A. (§§31 e 80) 

3. a hipotese. a 2 = b 2 . Portanto a = b. 

Sendo a = b, teremos, para as duas raizes: 


Sendo x' - y, esta raiz determina um ponto C, situado 

entre A e B, eh igual distancia dos pontos A e B, ,o que 4 evidente 
porque os dois focos, situados respectivamente nos pontos A 
e B, tern a mesma intensidade. 

Em relagao a segunda raiz, lembremos que o simbolo oo 
representa a impossibilidade absoluta de se resolver o problema. 
( § 33) Portanto, nao existe um segundo ponto, situado a direita 
de B ou a esquerda de A, igualmente iluminado pelos dois focos 
O que 4 evidente, se lembrarmos que os dois focos tem a mesma 
intensidade. Entretanto, o segundo valor de x, isto 4, x" = oo 
pode ser interpretado como indicando a existencia de um ponto 
situado a uma distancia infinitamente grande dos pontos A e B. 
Realmente, para este ponto, a distancia que separa os dois focos 
4 nula: os elernentos jinitos sao nulos em relagao ao injinito. 


*4 
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ilumin«r3n - 56 ’ ?'Y°' S { ° C ° S ’ tendo a mesma intensidade; 
ilimmarSo (teoricamente) com a mesma quantidade de luz um 

iA°finita da ^ AB ’ ^ distancia ao 1 10,1,0 A on ao ponto b’ seja 

4 ,a h iP 0 tese. a = b e d = 0. Neste caso, teremos: 

' x' = 0 e x" = — 

0 

en + tre ° S d ° is f ° C0S 4 nula ’ e ostea a mesma 
intens dade, 4 evidente que o ponto C, situado entre os dois focos 

e, poitanto, a uma distancia igual a zero, de ambos, 4 um ponto 

t Esta 4 , a inter P re tagao de *'• Quanto ao 
Y m A ■ 6 inter P retad °; se os dois focos t4m a mesma 
ensidade e estao reiinidos em um mesmo ponto da reta AB 
qualquer outro ponto da mesma reta recebe, evidentemente de 

Mete S rm[n^do ma qUantidade de luz ’ eis P or <l ue 0 valor de x" 4 

opSn PK>Uem» Wresohido 

Exercfcios. Serie XLI 

as raifer^gLvas. r0blemaS ** 86 SegUem ’ C ° m uma ^ognita; interpretar 
mina^^stes'n&meros. qUadrad ° S ^ d ° iS nllmeros conse cutivos 6 61. Deter- 
xniiu l r 2 ^Xe^. qUadrad0S ^ ** co ^«vos 4 50. Deter- 

quadradoJslTaio? d ° iS n<Smer ° S impar6S consecuti ™ S ®ma dos 

dos seta t 1 e 6 terminar tr6s n,imeros P“es consecutivos cuja soma dos quadra- 

rnCem d p 0 or°x“ * ^ ^ d * 240? 

mesmo" iSmer^resta^O^Qual^I 'o^ndmero ? SUb * ra ^ nd<> ° qUfntUpl ° d4ste 
7. Decompor 40 em dois fatores cuja soma seja 13. 

. Decompor 42 em duas parcelas cujo produto seja 432 

nar os'4 nSros° S qUadrados de 4 ndmeros consecutivos 6 294. Determi- 

10. A diferenga entre 0 d6bro do produto de dois ntimeros consecutivos 
e o qumtuplo d. »on. dos me™*, 4 115. Determtaar TX XX 


I 


j 

•I 
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11. Determinar dois ndmeros cuja diferenga 6 4 e cujo produto a o. 

12. Determinar dais numeros cuja diferenga 4 5 e cujo produ o • 

13. Quais sao os dois ndmeros cuja soma e 24 e cujo produto e 1 6 . 

14. Comprei algumas peras por Cr.$21,00. Se tivesse comprado mais 
5, com o mesmo dinheiro, cada pera custana Cr.$0,35 menos. Quantas peras 

C ° mP Solueao. Seja x o ndmero de peras; cada uma me custou — • Se eu 

tivesse comprado * + 5, cada uma me custaria — E a diferenga de 
pregos sendo Cr.$0,35 teremos: 


21 21 
x x + 5 


0,35 


15. Comprei alguns metros de seda por Cr.$231,00. Se tivesse comprado 
mais 4m com o mesmo dinheiro, cada metro custaria Cr.$5,60 menos. Quan- 

tos metros de seda por Cr.$480,00. Entretanto, se o 

negociante abatesse Cr.$3,00 em cada metro, eu podena comprar 8m mais 
com a mesma quantia. Quantos metros comprei ? „ . 

17. A diferenga de dois ndmeros 6 3; a diferenga entre a razao direta e 
a razao inversa destes mesmos ndmeros 6 2 M o. Determmd-los. 

18. A soma de dois ndmeros 4 5; a soma de suas fazoes direta e mversa 

6 Determind-los. . . . 

19. A soma de dois ndmeros 4 13. Somando^ o maior dos^ dois niimero , 

com o produto dos mesmos, resulta 48. Quais sao os dois numeros f 

20. Multiplicand© tres ndmeros consecutivos e dmdrndo o produto su- 
cessivamente, por cada um dos tres fatores, a soma dos quocientes 4 74. Quais 

sao os tres ndmeros? ,. 

21. As idades de tres irmaos sao tres ndmeros impares consecutivos. be 

dividirmos o produto delas, sucessivamente, por cada uma delas, a soma dos 
quocientes serd 143. Quais sao as tres idades? , . 

22. Quero distribuir Cr.S60.00 igualmente entre um certo numero de 
pobres. Mas, se aparecerem na hora da distribuigao mais 4 pobres, a par e 
de cada um ficard diminuida de Cr.Sl,25. Quantos sao os pobres 

Observagao. Interpretar a solugao negativa; formular um problema 
de modo que a sua solugao seja a raiz negativa. 

23. Comprei um certo ndmero de sacas de caf4 por Cr.S7 200,00. Se 

cada saca custasse Cr.$30,00 menos, eu poderia comprar 12 sacas mais. Quan- 
tas sacas comprei; e qual o prego de cada uma r , , , 5/ « 

24. Quais os dois ndmeros consecutivos cuja soma dos reciprocos 6 /se r 

25. Quais sao os dois ndmeros cuja soma 4 11, e cuja soma dos recipro- 

C ° S 6 26.^Ant6nio faz um trabalho em 4 dias menos que Raul; trabalhando 
juntos fazem o servigo em 24 /s dias. Em quantos dias, cada um deles, traba- 
lhando s6, fard o mesmo servigo? 

27. Duas torneiras, abertas ao mesmo tempo, enchem um tanque em 
2 boras e 55 minutos. Em quanto tempo cada uma delas, correndo s6, enche- 
rd o mesmo tanque, se uma delas o enche em 2 horas mais do que a outra l 
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28. Dois operdrios fazem um certo servigo em 6 dias. Um deles, traba- 
lhando s6, faz o mesmo servigo em 5 dias mais do que o outro, se este tamb4m 
trabalhar s6. Em quantos dias, cada um destes operdrios, trabalhando sd, 
faria o mesmo servigo? 

29. Um grupo de estudantes cariocas decidiu visitar os seus colegas pau- 
listas. A despesa foi orgada em Cr.$l 600,00. Mas, tendo 4 estudantes desis- 
tido, & ultima hora, a parte de cada um dos que fizeram a viagem ficou acre- 
scida de Cr. $20,00. Quantos estudantes tomaram parte na excursao? 

30. Um grupo de estudantes paulistas decidiu visitar os seus colegas 
cariocas. A despesa foi orgada em Cr.$2 520,00. A ultima hora, mais 6 es- 
tudantes aderiram d excursao, de modo que a despesa para cada um dos ra- 

! pazes ficou diminuida de Cr.$14,00. Quantos estudantes tomaram parte na 

\ excursao ? 

31. Vendendo um relogio por Cr.$131,25, ganhei tantos por cento, quan- 
tos cruzeiros ele me custou. Quanto paguei pelo reldgio ? 

32. Vendendo um anel por Cr.S596,40, ganhei tantos por cento, quan- 
tas notas de dez cruzeiros ele me custou. Quanto paguei pelo anel ? 

33. Em que sistema de numeragao o ndmero 234, escrito na base deci- 
mal, se escreve 453? 

Observagao. Representando a base do sistema por x, teremos : 

4 X x 2 + 5 X a; + 3 = 234 

34. Em que sistema de numeragao o numero 314, escrito na base deci- 
mal, se escreve 472? - 

35. Em que sistema de numeragao o numero 77 r escrito na base decimal, 

! se escreve 302? 

36. Um ndmero tern 2 algarismos; o das dezenas 4 o quadrado do das 

j unidades. Determinar este ndmero, sabendo que, se Ihe subtrairmos 18, re- 

sulta o mesmo ndmero invertido. 

37. Um ndmero 4 constituido por dois algarismos cuja soma 4 8. Mul- 
tiplicand© os dois algarismos e somando 38 ao produto, resulta o mesmo nd- 
mero, invertido. Determinar este ndmero. 

38. Um ciclista, caminhando com movimento uniforme, percorreu 60km, 
durante um certo ndmero de horas. Entretanto, se ele corresse mais 2km por 
hora, faria a sua excursao em uma hora menos. Qual foi a sua velocidade? 

39. Uma avenida tern 2 100m de comprimento. Um estudante percor- 
reu-a a pe e verificou que, se tivesse andado mais 6m por minuto, teria che- 
gado 4 minutos e 30 segundoS mais cedo, ao fim da avenida. Qual foi a sua 
velocidade ? 

40. Um alfaiate tem duas pegas de casimira inglesa, cada uma das quais 

i custa Cr.Sl 320,00. Uma pega tem 2 metros mais que a outra, por4m, o me- 

tro desta custa Cr.S6,00 mais que o metro daquela. Qual 4 o comprimento de 
cada uma das pegas? 

i 41. Se aumentarmos 3m em cada um dos lados de um quadrado, a 4rea 

dfiste tornar-se-4 igual a 121m 2 . Quanto mede o lado do quadrado ? 

42. Se aumentarmos 2m a um dos lados de um quadrado, e 3m ao lado 
consecutivo, a drea do retangulo resultante serd de 56m 2 . Quanto mede » 
lado do quadrado? 



i 
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43. Calcular as dimensoes de um ret&ngulo euja drea 6 de 120m 3 e cujo 
perimetro mede 46m. 

44. A diferenga entre as dimensoes de um retangulo 6 de 3m; a drea 
do mesmo e de 108m 3 . Calcular as duas dimensoes. 

45. Dois ciclistas partiram ao mesmo tempo de uma eidade para visitar 
uma outra situada a 120km da primeira. O primeiro, correndo com uma ve- 
locidade de 2km por hora, mais que o segundo, chegou 2 horas mais cedo. 
Qual foi a velocidade de cada um ? 

46. Vendi um objeto por Cr.$21,00, perdendo neste negocio tantos por 
cento, quantos cruzeiros fete objeto me custou. Calcular o custo. 

47. Um negociante comprou alguns chapdus por Cr.$720,00 e vendeu-os 
a Cr.865,00 cada um, ganhando, na venda de todos os chapeus, o prego de 
custo de um deles. Quanto lhe custou cada chapdu ? 

48. A correnteza de um rio tem uma velocidade de 2km. Um barco desce 
o rio numa distancia de 4,2km e depois volta ao ponto de partida, realizando 
a viagem em 2 horas, ida e volta. Qual 6 a velocidade do barco ? 

49. No interior de um quartel hd um grande pdtio quadrado destinado 
aos exercicios militares. „ Em redor do pdtio existe uma calgada com 3m 
de largura. A drea da parte nao calgada estd para a drea total do pdtio, 
assim como 16 estd para 25. Quanto mede o lado do pdtio? 

78. Problemas do segundo grau com duas incdgnitas; 
sistemas do segundo grau. Consideremos o seguinte problema: 

Determinar dois numeros cuja soma e 28 ecuja soma dos 
quadrados e 400. 

Representando os dois numeros respectivamente, por x e y, 
podemos eserever as seguintes equagSes: - 

(x+y= 28 1 (A) 

\ x 2 + y 2 = 400 / 

Estas duas equagoes sao distintas porque cada uma delas 
traduz uma relagao diferente, entre os dois numeros pedidos; sao 
simultaneas porque devem ter as mesmas raizes. E ambas for m am 
um sistema. (§7) 

Um sistema de equagoes simultaneas d do l.° grau, quando 
as equagoes que o compoem, sao do primeiro grau; 6 do segundo 
grau, quando a equrgao de grau mais elevado e do segundo grau; 
6 do terceiro grau, quando a equagao de grau mais elevado d do 
terceiro grau; e assim por diante. 0 sistema (A) e do segundo grau. 

Neste capitulo trataremos somente dos sistemas de equagoes 
simultaneas do segundo grau, com duas incognitas. 

Para resolver um sistema do segundo grau, d necessdrio 
eliminar uma das incognitas. E o metodo mais simples de elimi- 
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e entrando com ele na^segunda, teremos:^ ^ Pnmeira equa ? ao > 

y = 28- x j Da equagao x + y = 28, de- 

ar 2 + (28 - x) 2 = 400 i duzimos: 

x2 fl 84: ~ 5Qx + x2 = 400 ! x = 16 ■ v — 12 

2z 2 -56x + 384 = 0 \ x = 12 ' ■ _ It 

x 2 -28x -f 192 = 0 | 12 • • V - 16 

x' = 16 x" =12 ' Portanto, os dois numeros ne- 


~ ~r = u j 

a/ = 16 x 1 ' = 12 } Portanto, os dois numeros pe- 

rentemente, „ prob.ema ^ 'ZV* re'Jida^ 

solugao d uma so. (§75, V) ’ rea uaade, a 

Suponhamos agora que a tradugao do enunciado de um n™ 
blema, em hnguagea algdbrica, de7 origem aoTeglS 


j x 2 + y = 
\ x -j-y 2 — 


E tambem um sistema do segundo e-rau Tiranria i 
teremos a : eqU ^°’ e entrando com 6s te valor na segunda" 


! . Ghegamos assim a uma equa- 

( 7 "^ 2 ) 2 = 11 } ? ao do quarto grau, em g. Ora 

x+49-14x 2 +x 4 -ll _ 0 , os mdtodos gerais para resolver 

x 4 - 14x 2 + x -f- 38 = 0 1 equa £ Q es quaisquer de grau su- 

S S 7 CU T secund4ri °; 

“ : t:r eq T° rm ? a que “• 

equacoL sTmSef 1 ?’ q f Se reS ° lve Um Sterna dd duas 
J es J do se g un do grau, e no qual ambas as equa- 

tes sao do segundo grau, a equagao final a que se cheaa neb, 
elimmagao de uma das incdgnitas, d do quarto t l l 

se^ U f o^ uma ^ f ° r _ lquadl l ada > P°deremos resolve-la; (§72) mas 
fazer qUaIqUer ' nada ' por enquanto, poderemos 

( J>ortanto > devemos limitar o nosso trabalho a resolucao de 
grau a 8 do segundo grau no qual uma das equagoes d do primeiro 
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79. -Ttr&taS 

8 olu5ao dos processes particulares aos q uais, 

“or “evidXdaremos o nome de « rlijlam * attculo vara o 
segundo grau. ( x + y = n A 

I. Resolugao do sistema ^ xy = 28 / 

2 2 + vz + q = 0, na qual p - 11 e g fo- VS > 

pois, resolver a eq g~ . ft eS p 0S ta. A solugao do sistema dado d 
g 2 — llz + 28 = 0 | x = 7 


11 ± 


121 - 112 
2 . 


11+3 
2 = 2 

x = 7 y = 4 


y = 4 

Observagdo. 0 metodo geral para re- 
solver sistemas do segundo grau, nos 
dara tambem a outra solugao, isto 6, 
x = 4 e y — 7. 


Aplicagdo. Determinar as dimensoes de um retang^ 

area d de 60m 2 , sendo a soma das dimensoes ^ ual a 

Representando o comprimento por x e a largura por y, terem . 

. X + xy I Jo ! Resposta. As dimensoes do retangulo 

g 2 - 172 +. 60 = 0 sao 12m e 5m- 
x = 12 y = 5 


Generalizagao. Determinar dois mimeros cuja soma d s, e cujo 
produto d p. 

Representando os dois mimeros por x e y, teremos. 


x + y = s 




Para que o pro- 
blema seja possivel, 
e neeessario que 
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Quando se atribue a p o seu valor maximo, isto d, ^ * 0 

radical se anula, e os valores de x e y sao iguais, isto d, — • 

Portanto, , 

Para dividir urn numero em duas partes cujo proauto seja 

mdximo, e preciso dividl-lo em duas partes iguais. ( § 67, II) 

, / x - y = 6 \ 

II. Resolugao do sistema < X y = 55 / 

Fazendo y — —t, teremos sucessivamente: 

/ x + t - 6 \ . fx-fi = 6 \ 

\ - xt = 55 / * • \ x« = - 55 J 

Portanto, x e t sao dois mimeros cuja soma d 6 e cujo produto 
d — 55. Logo, raciocinando como no artificio I, teremos. 

g 2 — 6x - 55 = 0 J J Resposta. A solu- 

2 = 3 + Vo + 55 j y = ~ 1 | gao, em mimeros positi- 

2 _ 3 _|_ g | y — - ( - 5) J VOS, do sistema dado d 


x = 11 
t = -5 


y = 5 


Resposta. A solu- 
gao, em mimeros positi- 
vos, do sistema dado d 

x = 11 

V = 5 


Observagao. Se’fizermos x = teremos, sucessivamente: 

\ -ty = 55) \ (y “ 55 / \y 11 / 1 ' 

E acharemos assim a segunda solugao do sistema. 

Aplicagdo. A diferenga entre as ida,des de dois irmaos d 4, 
e o produto das mesmas d 165. Determinar as duas idades. 

Representando a idade maior por x e a menor por y, teremos: 


/ x - y = 4 1 
\ xy = 165 / 


Fazendo y 


. (x+ t = 4 1 . 

- “ * \ xt = - 165 J 


g 2 - 4g — 165 = 0 J i 

2 = 2 ± V 4 + 165 } V = ~ l ' Resposta. As duas 

2 = 2 ± 13 1 y = - (- 11) ' idades sao 15 e 11 

x = 15 | y = n j an0S ‘ 

t = - 11 i ! 

Observacao. Fazendo x = — t, acharemos a segunda solugao 
do sistema, x = - 11 e y - - 15, que nao convdm ao problema. 


y = -t 

y = -(-ID 
y = ii 
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Generalizagao. Calcular as dimensoes de um retangulo cuja 
drea 4 s, sendo a diferenga das mesmas dimensoes igual a d. 

Representando o comprimento por x e a largura por y, teremos: 

{ X ~xy ; i } Faze “ d » V - - * { x +l zf } ■ 


Resposta. As duas 
dimensoes do retangulo 


d 2 ,, d 
'T +S + -2 


Vf 


z 2 —dz—s — 0 i J 

j— J j _ Resposta. As duas 

z = — 4-+ ~4-c 1 1 dimensoes do retangulo 

2. \ 4 +S 1 V=-t {sao: 

x ^~2 + y]~I + s \ yx= -j+- \/ t +s { x = \/ t +s+ 4 

,= y-\It+ s ! | 

fiste problema 4 sempre posslvel, sejam quais forem os ya- 
lores atribuldos a s e a d. Quando s = 0, uma das dimensSes se 
anula, o que 4 evidente. Quando d = 0, cada uma das dimensoes 
se reduz a V s, isto 4, tornam-se iguais, o que 4 tamb4m evidente, 
porque, se a diferenga entre as dimensoes de um retangulo 4 
igual a zero, este retangulo 4, na realidade, um quadrado; por- 
tanto, suas dimensoes sao iguais, respeetivamente, a raiz qua- 
drada da area do quadrado. 

III. Resolugao do sistema | x — 28 } (A) 

Observagao. 0 sistema (A) nao se altera, evidentemente, 
substituindo x por y, e y por x. Eis por que este sistema 4 cha- 
mado simetrico em x e y. 

J a resol vemos o sistema (A) pelo artiflcio I; vamos resolve-lo 
novamente com outro artiflcio nao menos elegante, e que dispensa 
o teorema ja conhecido. (§69) Tudo consiste em tirar do sistema 
dado, o valor dex-y. Elevando a primeira equagao ao quadrado, 
e multiplicando a segunda por 4, teremos: 

jx 2 +' 2 xy E y 2 — 121 \ 2 ...... 

\ ixy — 112/ ■ ' - l (B) 

Combinando a primeira equagao do sistema (A) com as duas 
equagoes (B) teremos: 
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fci: “) '(;:!} ! 

As duas solugoes do sistema (A) sao sim4trieas, como era de 
prever, pois que o sistema 4 sim4trico em x e y. 

IV. Resolugao do sistema / :c ~ 77 ^ \ (A) 

l xy — 55 J 

JA o resolvemos pelo artiflcio II; podemos resolve-lo com 
outro artiflcio bastante simples. Elevando a primeira equagao 
ao quadrado, e multiplicando a segunda por 4, teremos: 
f x 2 —2xyd-y 2 = 36\ 

\ Axy — 220 / ^ +2^+2/ 2 = 256 . ' . x-\-y=±\0 (B) 

Combinando as duas equagoes (B) com a primeira equagao 
do sistema (A), teremos: 

/ a;=11 \ ! / x d-y = — 16 \ . f x = — 5 \ 

\x y- 6 / \y= 5/ j \x-y= 6/ ' ' \y = -\\f 

V. Resolugao do sistema / * 2 +2/ 2 = 34 1 (1) /an 

\ x +y = 8 / (2) 

O artiflcio para resolver este sistema consiste em tirar do 
mesmo, o valor d e x-y. 

Elevando (2) ao quadrado x 2 + 2 xy -f y 2 = 64 (3) 

Diminuindo (1) de (3) 2xy = 30 (4) 

Diminuindo (4) de (1) x 2 - 2 xy + y 2 = d (5) 

Extraindo a raiz quadrada de (5) ........ x — y = -\- 2 (B) 

Combinando a segunda equagao do sistema (A) com as duas 
equagoes (B) teremos: 

( X+y = 8 A ! /*+»= 8V . / x = 3 \ 

\ x y - 2 / \ y = 3 ) \ \ x-y = -2 ) • \ y = 5 f 

As duas solugoes sao sim4tricas, visto que o sistema (A) 4 
sim4trico em x e y. 

Aplicagao. Determinar as dimensSes de um retangulo, sa- 
bendo que a soma das mesmas 4 8 e que a soma de seus quadra- 
dos 4 34. 

Representando uma das dimensQes por x e a outra por y 
teremos: ’ 
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E’ o sistema resolvido acima. A solu- 
gao do mesmo, 6 x = 5, y — 3 isto e, as duas 
dimensoes medem respectivamente 5 e 3. 
Generalizagao. Determinar dois numeros cuja soma 6 s e cuja 
soma dos quadrados 6 q. 

Representando por x e y os dois numeros, teremos: 


x + y = 8 \ 
x 2 + y 2 = 34 / 


( x 2 + y 2 — q \ ( 1 ) 

\ x + y = s / ( 2 ) 


Elevando (2) ao quadrado x 2 + 2xy -f y 2 = s 2 (3) 

Diminuindo (1) de (3) 2xy = s 2 - q (4) 

Multiplicando (4) por 2 4xy = 2s 2 — 2 q (5) 

Subtraindo (5) de (3) x 2 — 2 xy+y 2 = 2 g-s* ( 6 ) 

Extraindo a raiz quadrada de ( 6 ) . . . . x — y = ± v 2 q — s 2 


Considerando apenas o sinal + , porque o sinal nos conduz 


a solugao sim£trica, teremos: 

fx+y = s \ . (2x=s+ ^2 q-s* \ 

\x-y=^2q-s 2 f ' ' \2y=s- ^2q-s*j 



Para que o problema seja posslvel, 6 necessario que os valores 

de x e y sejam reais, o que exige 2 q ^ s 2 ou 3 ^ -x— Portanto, q 

s 2 

nao tern maximo, mas tern um minimo, — — Logo, o problema 6 
posslvel quando q, isto 6 , a soma dos quadrados, 6 maior que 
-1-, i s to 6 , a metade do quadrado da soma dada s. Por exemplo, 
nao ha dois ndmeros cuja soma seja 10 e cuja soma dos quadrados 


100 . . , 

seja 36, porque 36 < isto e, 

x : 

Fazendo 2 q = s 2 , teremos: • 

/»# 


Portanto, para dividir um numero qualquer em duas partes 
cuja soma dos quadrados seja minima, 6 bastante dividi-lo em 
duas partes iguais e ambas positivas. 
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, . ( x 2 +y 2 = 58 \ (1) / * \ 

VI. Resolugao do sistema | , c = 4 j ( 2 ) 

0 artificio para resolver este sistema, consiste em tirar do 
mesmo o valor de x + y. 

Elevando (2) ao quadrado. .... x 2 - 2 xy + y 2 — 16 (3) 

Subtraindo (3) de (1) 2xy = 42 (4) 

Somando ( 4 ) com ( 1 ) x 2 + 2 xy + y 2 = 100 ( 6 ) 

Extraindo a raiz quadrada de (5) x + y — ±10 (B) 

Combinando as duas equagoes (B) com a segunda equagao 
do sistema (A), teremos: 

/x+y=10\ . j x = 7 \ j fx+y=- 10\ . 

\x-y= 4 / ‘ ' \ ?/ = 3 / { \x-y— 4 / \y 7/ 

Aplicagao. Determinar as alturas de dois postes, sabendo que 
a diferenga das mesmas 6 de 4m, e que a soma de seus quadrados 
6 de 58m 2 . 

Representando uma das alturas por x e a outra por y, teremos. 

} E’ 0 sistema resolvido acima. A solu- 
j x —y = 4 \ 1 gao do mesmo, em numeros positivos ,_6 
\ x 2 +y 2 = 58 / 1 x = 7 e 3 = 3. A solugao negativa nao 
} conv^m ao problema. 


Generalizagao. Determinar dois numeros cuja diferenga 6 d, 
e cuja soma dos quadrados 6 q. 

Representando o numero maior por x, e o menor por y, 


teremos: 


/ x —y = d \ (1) 

\ x 2 +y 2 = q f ( 2 ) 


Elevando (1) ao quadrado x 2 — 2 xy + y 2 = d 2 (3) 

Subtraindo (3) de (2) 2 xy = q — d 2 (4) 

Somando ( 4 ) com ( 2 ) x 2 + 2 xy + y 2 = 2 q - d 2 (5) 

Extraindo a raiz quadrada de (5) x + y = ± V 2q — (E 


Considerando apenas o sinal +, teremos: 
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Consideremos os valores de x e y. 0 problema tera solugao 
se estes valores forem reais, o que e posslvel quando 2 q ^ d 2 

ou ® " o Portanto, g nao tem maximo, mas tern um mlnimo 


, d 2 

que e — Nestas condigoes, o problema 4 posslvel quando q, 
isto e, a soma dos quadrados, 6 maior que isto 6, a me- 

tade do quadrado da diferenga dada d. Por exemplo, nao existem 
dois numeros.cuja diferenga seja 10 e cuja soma dos quadrados 
seja 36, porque 36 < • 

2 . I. _ , * \ 


Fazendo 2 q — d 2 , teremos : 


+ i 


fistes resultados nos conduzem a uma conclusao interessante 
Consideremos um numero qualquer/ 10 . Podemos escrever fete 
numero sob a forma de uma diferenga, de uma infinidade de 

maneiras: 12 - 2 , 13-3 8 -f -21 7 ( , 

a a , . .» ’ ° 1 “ NJ, etc.. A soma dos 

quadrados dos dois termos destas diferengas, nao tem maximo- 

tern mn mlnimo que se venfica quando os dois termos da diferenga 
sao simetncos, isto 6, 5 e - 5 . v 

VII. Resolugao do sistema / x2 ~ V 2 = 55 \ ( 1 ) 

\x +y = n f (2) 

E’ bastante dividir ( 1 ) por ( 2 ); resultara- x -y = 5. Portanto, 


VII. Resolugao do sistema / l / 2 — 55 \ ( 1 ) 

\ * + y = 11 / ( 2 ) 

E’ bastante dividir ( 1 ) por ( 2 ); resultara' x -y = 5. Portanto, 

/ x+ y = 11 \ . / a: = 8 \ 

\ x-y = 5 / • \y = 3 j 

Deixamos aos estudantes o trabalho da generalizagao. 

VIII. Resolugao do sistema f x ~V — 80 1 ( 1 ) 

l * -y = 4 / (2) 

, ® bastante dividir ( 1 ) por (2); resultard x + y = 20. Por- 

tan to, 

f x + V = 20 1 ( * = i o 1 


/ x + y = 20 \ 

\x -y = 4 / 


/ x - 12 \ 

\y= 8 / 


Deixamos aos estudantes o trabalho da generalizagao. 
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XL Resolugao do sistema / x2 + V 2 - 34 1 ( 1 ) 

l xy = 15 / (2) (A ' 

Multiplicando a equagSo ( 2 ) por 2 . 2xy = 30 ( 3 ) 

Somando ( 1 ) e (3) x 2 +2 xy+y 2 = 64 4 ) 

Subtramdo (3) de ( 1 ) ' x 2 -2xy + y 2 = 4 ( 5 ) 

Extraindo a raiz quadrada das equagoes ( 4 ) e ( 5 ) teremos: 

( x-\-y = +8 \ . ! . ^ sistema (B) se desdobra em quatro 

\ x — y— +2 / j sistemas que nos dao as quatro solugoes 
j do sistema (A), a saber: 

{;=b}_ {; di !; !} 

Generalizagao. Os estudantes poderao provar facilmente que 
o problema e posslvel quando a ^ 2b, substituindo 34 por a 
e 15 por o. - ^ 


{*'“*} {;:S} 3 8 } 


X. Resolugao do sistema 


= 16 l 

= 15 / 


Elevando ( 1 ) ao quadrado. . x 4 - 2 x 2 y 2 + y 4 = 256 ( 3 ) 

Multiplicando ( 2 ) por 2 2 xy = 30 ( 4 ) 

Elevando (4) ao quadrado Ax 2 y 2 — 900 ( 5 ) 

Somando (3) e (5) x 4 -f- 2x 2 y 2 + y 4 = H56 ( 6 ) 

Extraindo a raiz quadrada de ( 6 ) . . . . x 2 -f y 2 = ± 34 (B) 

Combinando as duas equagoes (B) com a equagao ( 1 ) do 
sistema (A) teremos: 


( x 2 +y 2 = 34 \ 
\ x 2 -y 2 .= 16 / 

/ z 2 = 25 \ 
\ y 2 = 9 / 

/ * = ±5 \ 
\ y = ± 3 / 


/ x 2 +] 
\ X 2 -'! 


/ Z 2 = - 9 \ 
\ y 2 = -25 / 

/ * = ± 3i \ 
\ y = ± 5i j 


Obtemos, assim, para o sistema (A) oito solugoes, pela com- 
bmagao conveniente dos sinais dos valores de x e de y. Entre- 
tanto, as solugQes do sistema (A) na realidade sSo quatro, a saber: 

+5 \ i x = “5 \ / * - +3i \ / x * -3 i 1 

12/ 1-3 / \ 2/ = — 3 / \y=-5t/ \ y = +5t / 


/ * * +5 \ 
: \ y = +3 / 
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Observemos que a equagao (2) do sistema (A) foi elevada ao 
quadrado; portanto (§73, III) as outras quatro solugoes, extranhas 
ao sistema (A), a saber: 

/ x = +5 \ f * = -5 \ l x = x \ 

\ y = -3 / \ y = +3 / \ y = +5i f \ y - -5* / 

convem ao sistema ( x 2 _ y 2 — ig t 

\ xy = -15 / 

Substituindo a por 16 e b por 15, convidamos os estudantes 
a mostrarem que o problema 6 possivel quando a ^ 26. 


Exercfcios. Serie LXII 

Resolver, com duas incdgnitas, os problemas dados na s6rie XLI, em- 
pregando, sempre que for possivel, os artificios do segundo grau. 

Resolver os sistemas que se seguem, pelos diferentes processos 
apreudidos, e apresentando sempre todas as solugoes. 


1. x + y = 10 

xy = 21 

2. x + y — 18 

xy — 65 

3. x + y = 24 

xy = 80 

4. x-y — 11 

xy = 12 

5. x-y — 10 

xy — 75 

6. x-y — 17 

xy = 60 

7. x + y = 7 

xy = 6 

3. x + y = 13 
xy = 22 

9. x + y = 9 

xy = 14 

x-y = 9 

xy = 10 


11 . 

x-y 

= 

9 


xy 

= 

36 

12. 

x-y 

= 

10 


xy 

= 

75 

13 . 

x 2 +y 2 

= 

5 


x + y 

= 

3 

14. 

x 2 +y 2 

= 

58 


x + y 

= 

10 

15. 

x 2 +y 2 

= 

29 


x + y 

= 

7 

16 . 

x 2 +y 2 

= 

61 


x-y 

= 

-1 

17. 

x 2 +y 2 

= 

52 


x-y 

= 

2 

18. 

x 2 +y 2 

= 

29 


x-y 

= 

7 

19. 

x 2 -y 2 

= 

21 


x + y 

= 

3 

20. 

x 2 -y 2 

= 

-7 


x+y 

as* 

1 


21. x 2 — y 2 = 16 

x+y = 2 

22. x 2 -y 2 = 5 

x-y == 5 

23. x 2 -y 2 = 24 

x — y = 6 

24. x 2 -y 2 =-16 

x — y = 2 

25. x 2 +y 2 = 13 

xy = — 6 

26. x 2 +y 2 = 41 

xy =-20 

27. x 2 +y 2 = 10 

xy = - 3 

28. x 2 -y 2 = 7 

xy =-12 

29. x 2 -y 2 = 48 

xy = - 7 

30. x 2 -y 2 =-21 

xy = 10 
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Linhas Proporcionais. SemelhanQa 

80. Princlpio cartesiano ou lei dos sinais. Quando 
uma grandeza pode ser contada em dois sentidos.opostos, se con- 
vencionarmos dar a grandeza contada em urn sentido, o®aalm««, 
daremos a grandeza . contada em sentido oposto o sma i « 
O tempo pode ser contado em dois sentidos. do presente 
para o futuro e do presente para o passado. Sendo positive num 
Side sera negative no outro. As temperatures sao contadas 
acima e abaixo de zero; se forem positive acima de zero, serao 
negativas abaixo de zero; pode ser o contrano. 


— ^ — 

Fig. 8 

Sobre uma reta XY, tomemos um ponto fixo 0, ao qual 
chamaremos origem. Nesta reta XY, as distances poaem ser 
eoSi nos dois sentidos indicados pelas flechas; comenaommos 
°ue t dIXcias contadas de O para Y sao po^as e ^ totancras 
contadas de O para X sSo mgatwae; podena =er o contmno. 

Entretanto, estas convenpdes podem ser modrficadas, 
acordo com o problema proposto. (§31) 

A razao de dois segmentos pode ser positive ou Mff' A 
isto depende do sinal dos segmentos. Consideremos os segmentos 
OA e OB (fig. 8) tendo por origem o ponto O. Se o senti 

6 considerado positivo, teremos qjj» a raz§, ° o^^+^OA, 
o sentido OY 6 considerado negativo, teremos = qToB* 
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a razSo 4 positiva. Consideremos os segmentos OA e OC (fig 8) 
tendo por origen, o ponto O. Se o sentido OY 6 considerado 

. . -L n \ 


+ OA j w consiaeraao 

positivo, teremos _ QC ; a razao 4 negativa; se o sentido OY 

4 considerado negativo, teremos a razao 4 negativa. 


• P , r °^ Iema ; Em uma reta eastern dots pontos jixos, A e B 
cuja distdncia e 200 metros. Determinar nesta reta um ponto cuja 

razao das dist&ncias aos pontos A e B seja igual a — . 

5 


o 

Fig. 9 

' • 

Seja C o ponto pedido, situado entre A e B. As distances do 
ponto O aos pontos A e B sao respectivamente CA e CB. Em 
Matematica razao e sindnimo de quociente. Portanto, a razao das 
distances CA e CB 6 CA/CB. Poderiamos tambte. escrever 
IB/lA mas, obedeeendo mconcientemente a ordcm a]fab4tica 
todos nds escrevemos CA/CB. A razao dada, 3/5, sendo menor 
qiie a umdade, e necessano que CA/CB seja tamb4m menor que 
a umdade. Eis porque colocamos o ponto C mais prdximo de A 
do que de B. Fagamos CA = x e CB = y- de ac6rdo com o enun- 
ciado do problema, teremos. 

'IL - JL ■ x + y 3 + 5 . 200 8 

y 5 ' x 3 ' X ~ J x = 75 

Sendo x igual a 75, vamos a figura e, a partir do ponto A 
e para a direita, medimos 75 metros e localizamos o ponto C 
Quanto a y, teremos y = 200 - 75 . ; . y = 125. O ponto C 4 real- 

mente o ponto pedido porque = — = ZL = _ 3 

M . , , CB V 125 25 5 ' 

lias, nao havera na reta XY, e d esquerda do ponto A um 
segundo ponto D, cuja razao das distancias aos pontos fixos A 
e B seja igual a J-? E’ o que vamos verificar. 
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Fig. 10 


Suponhamos que o ponto D satisfaz ao problema. Fagamos 

F>A = x e DB = y. De acordo com o enunciado do problema 
teremos: 

— = A • x ~y _ 3 ~ 5 . y-x _ 5 - 3 _ 200 2 
y 5 ' ‘ x 3 ‘ ‘ x ~ 3 ~x~ = 3~ ' ’ * = 300 


Sendo x igual a 300, vamos a figura e, a partir do ponto A 
e para a esquerda, medimos 300 metros e localizamos o ponto d! 
Quanto a y, teremos y = :c+200 . • . y = 300+200 . • . y = 50o! 

O ponto D 4 realmente o ponto pedido porque -^-=— = — = A. 
... „ , DB y 500 5 

Mas, nao havera na reta XY, e d direita do ponto B, um 
terceiro ponto E, cuja razao das distancias aos pontos fixos A 

e B seja igual a -g-? E’ o que vamos verificar. 

X A B .. E y 


Fig. 11 

Suponhamos que o ponto E satisfaz ao problema. Fagamos 

EA - x e EB = y. De ac6rdo com o enunciado do problema, 
teremos: ^ 


• x ~y _ 3-5 

x ~ 3 


200 - 2 
x 3 


-300 


Sendo x igual a - 300, vamos k figura e, partindo do ponto 
A, medimos 300 metros, nao para a direita de A, como preten- 
diamos, mas para a esquerda, de acordo com o principio cartesiano 
e localizamos o ponto E, em D, como na fig. 10. 

Conclulmos entao que o nosso problema tern duas solugoes: 
o ponto C e o ponto D. Sob o ponto de" vista aritm4tico, assim 
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i, porque ou |§g 4 igual a f Entretanto, sob o ponto de 

vista algdbrico, o problema tern apenas uma soIu S So Com etato, 
se tomarmos para origem dos segments CA e CB, o ponto O 
CA _ +CA CA _ -^OA. Em ambos os 
(fig. 9), teremos^-^-- _ CB ou CB +CB 

casos, a razao e negativa. 

Se tomarmos para origem dos segmentos DA e DB, o ponto 

„ DA _ + DA , — — Em ambos 

D, (fig. 10) teremos - + DB DB - DB 


os casos, a razao yy 6 positiva. Logo, a solugao alg6bnca 

do problema sera o ponto C, se a fragao dada j for negativa; 

sendo positiva, a solugaq do problema sera o ponto D. 

81 Divisao harmonica. Teorema. Em uma reta existe 
urn ponto, e sdmente um, cuja razao das distancias a dois pontos 

jixos A e B, situados na mesma reta, e igual a uma razao dada —■ 

Dizer que os pontos AeBsao dois pontos fixes, significa 

que a distAncia AB 6 conhecida. A razao dada y pode ser me- 

nor ou maior do que a unidade, ou igual a umdade. 


M' A M I B 

Fig. 12 

L o cclso ; — < 1. Seja I o ponto mddio de AB, e d a dis- 
tancia AB. Suponhamos o problema resolvido e seja M um pon- 
tn tfll nue M — = — • Nao sabemos ainda qual 6 a posigao exata 

to mi quo jvyj jj 

do ponto M; estamos apenas supondo qne o problema esta re- 
solvido, e colocando o ponto M mats ou menos entre A e B, e ne 

cessdriamente d esquerda de I, visto que a fragao y > sendo prdpria, 

e necessario que MA seja menor do que MB. Isto pbsto, teremos: 
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MA + MB a + b 
MA a 


a + b 


ad 

a + b 


Ora, a expressao aritmetica yy tendo sempre um valor 

determinado, e somente um, conclue-se que o ponto M existe 
realmente, estando situado entre A e B. Para loealiza-lo, 6 bas- 

. , ad 

tante medir em AB, a partir de A, um compnmento igual a ^ 

Admitamos agora que o ponto M', situado d esquerda de A, 
M'A a 

seja tal que -r-fTTr = ~T Teremos: 


M'A a . M'B b 
M'B b ' ' M'A~ a ' 


M'B -M'A b-a 
M'A a 
ad 


Ora, a expressao aritmetica 


d _b—a , ^ ad 

M'A" - a 1 b-a 

tendo sempre um valor 


determinado e positivo (porque b > a), e somente um, conclue- 
se que -o ponto M' existe realmente, estando situado A esquerda 
de A. Para loealiza-lo, 6 bastante medir em AB, a partir de A, 

. ad 

e para a esquerda, um compnmento igual a yy 

E' evidente que, & direita de B, nao pode existir um ponto M" 

M" A , ^ 


M"B 


tal que ~ - > sendo sempre uma fragao impropria, seja igual 

MB 

a — que, por hipotese, e uma fragao pr6pria. Alias, se insistfsse- 
b 

mos na determinagao do ponto M", acharfamos para M"A o valor 

J 

— -, precedido do sinal menos, e o ponto M" se confundiria entao 
b— a 

com o ponto M'. (§80) 

Mas o teorema diz que em uma reta existe um ponto, e 
sdmente um, cuja razao das distancias a dois pontos fixos A e 

a 

B, da mesma reta, e igual a uma razao dada y Entretanto, 

n6s obtivemos dois pontos: MeM'. Como explicar esta contra- 
digao? Tal qual como fizemos anteriormente (§80); se a ra- 
zao — 6 negativa, a solugao 6 o ponto M; sendo positiva, a 
b 

solugao 6 o ponto M'. Portanto, 
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MA a 

MB b 

M'A a 

M'B + b 


Nao levando em conta, os sinais, teremos: 
MA M'A 
MB ~ M'B (Jj 


Dizemos em Aritm4tica que tres numeros a, b e c formam 
uma proporgao. harmonica quando a - b : b - c :: a : c. 0 termo b 
recebe o nome de media harmonica. Yamos demonstrar que a 
proporgao (I) 4 uma proporgao harmonica, cuja media harmonica 
4 MM', sendo os extremos M'A e M'B. De acordo com a figura 
temos MA = MM' — M'A e MB = M'B — MM'. Substituindo 
em (I) teremos: 


MM'- M'A M'A . M'A -MM' M'A 
M'B - MM' " M'B ‘ ‘ MM' - M'B ~ M'B 


Os segmentos MA e MB sao chamados segmentos aditivos, 
porque sua soma e igual a AB; os segmentos M'A e M'B sao 
Chamados subtrativos, porque sua dijerenga e igual a AB; os pontos 
M e M' sao chamados conjugados harmonicos dos pontos A e B, 
ou dividem harmonicamente o segmento AB; reciprocamente, os 
pontos A e B sao os conjugados harmonicos dos pontos M e M', 
ou dividem harmonicamente o segmento MM'. Nao levando em 
conta o sinal, a razao dos segmentos subtrativos determinados 
pelo ponto M' 4 igual & razao dos segmentos aditivos determinados 
pelo ponto M. 

2° caso: ~ > 1. Repetindo tudo o que fizemos no l.° caso, 

acharemos um ponto N entre A e B, e mais proximo de B do que 
de A, e um ponto N' a direita de B. 


3.° caso; — = 1. Vimos no primeiro caso que 

. r i ad -% r r i ad 

MA = - — r-r- e M'A = - — - 

a + b b- a 


Sendo — = 1, donde a = b, vamos substituir, nestas duas 

formulas, b por a. Teremos: 

T. jr . ad ad d ,, * ad ad 

MA = = — = — e M'A = — — = = oo 

a + a 2 a 2 a — a 0 


1 


— Lbi has Proportion als. Semelhanga j§i 

Portanto o ponto M 6 o ponto m4dio de AB, e o ponto 
de dt p S o„ U tos°A e T ’ * ““ dis “ ncia infinite “^ Sran- 

o ri "^til p Z r nl° tZZZZ 

em trL 0 no C n 0 to d s 0 aZ^ d °’ "!!' 8 °‘’ eI “ 6 ferWa suce ®ivameMe 

P ro:ZoiTLx::Tt : snr dest , a corcla 

2, volume, pSg . .mJ Com eMto! tetTS nuTe™ 
formam uma proporgao harmonica, a saber: 



Os estudantes devem verificar esta proporgao. 

Exercfcios. Serie XLIII 

I- Em uma reta existem dois pontos fixos \ o B spnrln An —An 

ssrr: e B r ?— •*£££&££?% 

o y.S.ml d iZ l™ SS «°-S , ^ rro r'sr * lnm p< * '■"»> 

so? E’ o que vamos explicar O vnlnr rvKfrf XCeSS ° ' Mas ; P° r 9 ue por exces- 
210 por 11. Como eeta diviskod e™o„ ^ /ITJdTlomt d ™> 10 de 
que uio atinge . um milimetro. ChamandoTi esS'toSo 

x ~ 10 - 9 09m + e . 1 . y = 40 - (10,909m + e ) 

1/ = 40m - 10,909m - e y = 29,091m -e 

awsaj 

■* to Ste©.- d0,s 

5a »” ,cui. razao 

seja igia^'rtYLfS’dua, 5 °”' '*'* 'STrazao 

120m ',2“ '“i'diridid^So^S y, Ubttativ ‘” de “■» *W»«to de 
« um — « 


lentos de 


8. Dado urn segmento AB, com 36m determinar os conjugados har- 
monicos C e D, dc acordo com a razao /s. divide fete segI nento em 

do* III. o conjugado harmdnico de 

c - Torrir^TBni A s m CD Kt e /div if< io brlT e^ 

. pi tV Fstando o ponto D 5, esquerda de A, e sendo DA b7,om, 
Kerminar a mzto x ,y seg^ndo a qual o segmento AB W^o harm6m- 
camente pelos pontos C e D, e calcular os segmentos CA e CB. 


82. Primeiro teorema de Tales. Toda a reta paralela a 
um dos lados de urn triangulo, divide os outros dois lados em seg- 
mentos proporcionais. . 

A H < DE II BC T. { pg = 


Fig. 13 


Admitamos que os segmentos DA 
e DB tem uma medida comum, a 
qual esta contida tres vezes em DA 
e duas vezes em DB. Entao, 

JA = a) 

TtR 9, 


Pelos Dontos F, G, H, tracemos os segmentos FI, GJ, HL || & 
base do A^BC, Em seguida, pelos pontos F, D, G, H, tracemos 
os segmentos HM, GN, DR, FS || a AC. Formaremos assim os A 
AHL, HGM, GDN, DRF, FSB- Ora, estes cinco A sao iguais 
de acordo com o l.“ caso de igualdade dos A. Logo AL H> 

_ Qjsf = DR = FS. Mas, HM = LJ, GN — JE, DR Ei, 
FS = IC, como lados opostos de um O. Portanto, 


AL = LJ = JE = EI = IC 
EA = 3IC e EC = 2IC 

= — (II) 
EC 2 


Comparando afe igualda- 
des (I) e (II), teremos: 

DA _ _EA_ 

DB _ EC 


Fica assim demonstrado o teorema. Se os segmentos DA e 
DB nao tem medida comum, 6 f&cil provar (E.M.T.V.§149) que 
mesmo neste caso o teorema continua a subsistir. 

Reciproca. Se uma reta divide dois lados de um triangulo 
em segmentos proporcionais, ela e paralela ao terceiro lado. 
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H / — = — T. { DE || BC 
\ DB EC ' 

Neguemos a tese e admitamos que 
DE nao 4 || BC; pelo ponto D trace- 
mos DF j| BC. Teremos: 

DA FA DA EA ^ ~~ 

DB = FC <te0rema ' DB = EC ‘ P 



Fig. 14 


Destas duas proporgoes deduzimos: 


FA 

FC 

FA + FC 
FA 


EA 

EC ' ' 
EA+EC 
EA 



\ = • . FA = EA 

! FA EA 

| Sendo FA = EA, o ponto F 
J coincide com o ponto A. 
Corolario. Duas rctas guaisguer 
sao cortadas em partes proporcionais por 
uma serie de paralelas. 

H. { AD || BE || FC 


/ AB _DE 

T - \ BC EF 


Fig. 15 

Entao, no A ACN, teremos - 
e MN = EF. (por que?) Logo, 


Tracemos pelo ponto A, AN || DF. 

AB = A H- Mas AM = DE 
BC MN 

AB DE 


c 11111 — J-JJ. • VF U1 gQ EF 

83. As bissetrizes no triangulo. Teorema. A bissetriz do 
Angulo de um triangulo divide o lado oposto em £ 
segmentos proporcionais aos lados do Angulo, k. 

f ABC 4 um A. f DA CA vN. 

M; = s Mw = cb \ 

Pelo ponto A tracemos AE || CD e pro- \ ^ 
longuemos BC ate encontrar AE. No A W \ 

DA CE » — — — ^ 

ABE, temos CD || AE. Logo, r> 1 

(primeiro teorema de Tales) 



i 



Se conseguirmos provar que CE = CA, teremos chegado a 

tese. Mas, para provar que CE = CA, 4 bastante provar que 3=4. 

Ora, 3 = 1 (por que?) e 4 = 2 (por que?). Mas 1 = 2 (hip.). 

Logo, 3 = 4. (por que ?) Entao o A AEC 4 isosceles, . \ CE = CA. 

DA CE 

Voltando a igualdade —— = —A- e nela substituindo CE por 
CA, teremos chegado a tese. 

Teorema. A bissetriz do dngulo externo de um tridngulo di- 
vide o lado oposto ao dngulo inlerno adjacente em segmentos pro- 
porcionais aos lados desse mesmo dngulo interno. 


( ABC 4 um A. 

xi. { A A 

l 1 = 2 

T / FA CA 

' \ FB CB 

Pelo ponto A tracemos AM II 
A B FC. No A CBF, temos AM II CF; 

Fig- 17 logo, 

FA CM" 

— qjj (primeiro teorema de Tales) 



Se conseguirmos provar que CM = CA, teremos chegado & 
tese. Mas, para provar que CM = CA, 4 bastante provar que 

3 = 4. Ora, 3=1 (por que ?) e 4 = 2 (por que ?). Mas, 1 = 2 

A A 

(hip.) Logo, 3 = 4. (por que?) Entao o A ACM 6 isdsceles, . * . 

T? A PM 

CM = CA. Voltando a igualdade p-p- = , e nela substi- 

tuindo CM por CA, teremos chegado h tese. 

Reciproca. Dado um tridngulo ABC ( jig,18),se o segmento 
AD divide BC em segmentos proporcionais aos lados AB e AC, 

tste segmento 6 bissetriz do dngulo A. (Ao cuidado do estudante; §82 
reciproca.) 

Reciproca. Dado um tridngulo ABC (jig.18), se o segmento 
AF divide BC em segmentos proporcionais aos lados AB e AC, 
tste segmento 4 bissetriz do dngulo externo adjacente ao dngulo A. 
(Ao cuidado do estudante; §82, reciproca.) 
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Observa$2o. Seja ABC (fig. 
18) um A qualquer, seja AD a bis- 
setriz do Z BAC e AF a bissetriz 
do Z externo BAE. 

De acordo com os dois ul- 
timos teoremas demonstrados, te- 
remos: 



¥ B "D c 


Fig. 18 


p B _ FB _ AB _ DB FB 

DC AC 6 FC ~ AC ' * DC = FC 


?° rt ™ t0 ’ ? h \ ssetriz do Z interno de um A e a bissetriz do Z 
externo adjacente determmam, no lado oposto, dois pontos D e F 
que sao conjugados harmonicos dos pontos B e C. 

Sao dados dois pontos B e C. Sejam D e F os conjugados 



Fig. 19 


Suponhamos que, para um ponto qualquer A, situado no 
mesmo piano dos pontos BeC, temos t,amb4m a relagao 

AB _ m 
AC V 

Construindo o A ABC, resulta, de acordo com os dois teo- 
remas anteriores que: 

AD 4 a bissetriz do dngulo BAC. 

AF 4 a bissetriz do dngulo BAE. 

Por4m, BAC + BAE = 2 retos, (por que ?) 

Logo, BAD + BAF = DAF = i re t 0 . 
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Ora, o angulo DAF sendo. reto, se tragarmos uma 9 tendo 
por diametro o segraento FD, esta O passara necessanamente 
pelo ponto A. (E.M.T.V. § 152, II) AB m 

Logo, se o ponto A satisfaa a relagao ~~ n ’ s ^ e 

ponto esta situado numa O tendo por diametro FD. 

' Agora 6 preciso provar que, para qualquer ponto^A da^O 

tendo por diametro FD, subsiste sempre a relagao 
Seja A um ponto qualquer desta O. 

Pelo ponto B tracemos BP || AF e BE || AD. 

Se o angulo DAF e reto, o angulo PBE tambem e reto. 
(E.M.T.V. §110) 


No A CBE temos 


No A CAF temos 


Ora, sendo 


BD _ AE 

CD ” AC * 

FB _ AP 

FC “ AC ' 

FB AE 

— , resulta que jg 


. • . AE = AP. 


Ora, sendo — = que AC ~ AC ' 

Donde se conclue que o ponto A 6 o centro da O descnta 
s6bre EP como diametro. Logo, AE = AP = AB. 

Entao, voltando h igualdade (1) podemos escrever: 

BD = _AB_ 

CD AC 


Por6m, 


Logo, 


Conclusao: 


O lugar geometrico dos pontos de um piano, cuj a 
razao das distdncias a dois pontos fixos ddste piano, 

m . , " 

B e C, e igual a uma razao dada — » isto e, cons- 

tante, e uma circunferdncia, cujo diametro e o seg- 
mento retilineo FD que une os conjugados harmo- 
nicas dos pontos B e C. 
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Exercicios. Serie XLIV 

1. Em um AABC, a - 23m, b *= 18m e c = 17m. Calcular os seg- 
mentos determinados no lado a pela bissetriz do Z A. 

Sejam x e y os segmentos que a bis- 
setriz do Z A determina no lado a. Entao, As. 


x = 11,171m y = 11,828m 
R. Os dois segmentos pedidos medem 11,171m e 11,828m, com 6rro in- 
ferior a um milimetro. 

2. Em um A ABC, a = 23m, b = 18m e c = 17m. Calcular os seg- 
mentos determinados no lado a pela bissetriz do Z externo adjacente ao Z A. 

• Sejam r e y os segmentos que a 

v • bissetriz do Z externo adjacente ao Z A, 

determina no lado a. Entao, 


x = 391m y = 414m 

R. Os dois segmentos pedidos medem 391m e 414m. 

3. Em um A ABC, a = 10m, 6 = 5m e c = 8m. Calcular os segmentos 
determinados no lado a pela bissetriz do Z A. _ 

4. No mesmo A calcular os segmentos determinados no lado a pela bis- 

steriz do Z externo adjacente ao Z A. 

5. Em um A ABC, AB = 5m e AC = 7m. Entre B e C existe um pon- 
to M tal que MB = 3,75m e MC = 5,25m. No prolongamento de BC existe 
um ponto N tal que NB = 22,5m e NC = 31,5m. Tragam-se os segmentos 
AM e AN. Provar que AM 4 bissetriz doZ A e AN 6 bissetriz do Z. externo 

adjacente ao Z A. MB NB AB _ 

N. B. Provar primeiramente que ~/Tn ~ “ ~Tn‘ JepolB ' ’ ' 
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6. Duas retas AB e CD sao cortadas por 5 || em 4 segmentos cacia uma 
Os 4 segmentos de AB, isto 6, AE, EF, FG e GB, medem respectivamente 5, 
10, 12 e 13 metros. Calcular os 4 segmentos eorrespondentes de CD isto 6 
CH, HI, IJ e JD, sabendo que CD = 120m. 

7. De urn ponto 0 partem 3 semirretas seguindo diregoes diferentes. 
Duas || cortam as tres semirretas: a primeira nos pontos A, B e C (da esquer- 
da para a direita) e a segunda nos pontos D, EeF (daesquerdaparaadireita). 
Sendo OA = 3m, OB = 9m, OC = 12m, AB = 6m, BC = 13m e AD = 7m 
calcular BE, CF, DE e EF. 

8. Construir a quarta proporcional a tres segmentos dados. (§88) 

Observagao. Para a definigao da quarta ou da terceira proporciona 

6 titil consul tar E.M.S.V. §58. 

9. Calcular a quarta proporcional aos numeros 13, 27, e 52. 

10. Construir a quarta proporcional aos numeros 7, 10 e 12, sendo a uni- 
* .dade de comprimento igual a um centimetro. 

11. Construir a terceira proporcional a dois segmentos dados. (§88) 

12. Calcular a terceira proporcional aos ndmeros 15 e 40. (15 ■ 40 •• 40 • x 
ou x : 40 :: 40 : 15) 

13. Construir a terceira proporcional aos ndmeros 5 e 8, sendo a unida- 
de de comprimento igual a um centimetro. 

14. Dividir um segmento de 20 metros em tres segmentos proporcionais 
aos numeros 2, 3 e 4. 

15. Dividir grMicamente um segmento de 10 centimetres em tr&s seg- 
mentos proporcionais aos ndmeros 2, 3 e 4. 

16. Dividir grMicamente um segmento em 3 partes iguais. 

17. Dividir grMicamente um, segmento em 5 partes iguais 

18. Em um A ABC, AB = 17m e AC = 25m. Toma-se em AB um 
comprimento AD com 6m e traga-se DE || NC. Calcular os segmentos AE e EC. 

19. Em um A ABC, AB = '25m e AC = 32m. Tomam-se em AB, os 
segmentos AD e DE medindo, respectivamente, 6m e 9m. Pelos pontos D e 
E tragam-se as retas DF e EG, || BC. Calcular os segmentos AF, FG e GC. 

84. Semelhanga de triangulos. Dois 
poligonos sao semelhantes quando sens A sao 
iguais dois a dois e seus lados sao pro- 
porcionais. Sejam os poligonos ABCDA e 
A'B'C'D'A'. Para que sejam semelhantes 6 




l 

j 

* 

j 





Fig. 20 
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Segunda condigao. E' necessario que os lados dos dois polf- 
gonos, sendo medidos com a mesma unidade, os resultados seiam 
tais que tenhamos J 

AB __ _BC _ CD DA 
A'B' B'C' C'D' ~ EFA 7 ' 

Estas duas condigSes sao necessarias e suficientes. 

Elementos homologos de dois poligonos semelhantes sao os 
G SG corres P ondem - Assim, se os poligonos ABCDA 

Jv *7 Sa ° semelhant es, os vertices A e A' sao homdlogos, 
os A A e A sao homdlogos, os lados AB e A'B' sao homologos, as 
diagonals AC e A'C' sao homologas, etc.. 

Razao de semelhanga de dois poligonos semelhantes 6 a razao 
de dois lados homdlogos. Assim, se os poligonos ABCDA e. . . 

A B'C'D'A' sao semelhantes, sua razao de - semelhanga 6 

* A'B' 

85. Segundo teorema de Tales. Cortando um tridngulo 
por uma paralela a um dos lados, o tridngulo parcial assim jorma- 
do e semelhante ao total. 

Consideremos o A ABC (fig.21) e a 
tracemos MN j| BC. Vamos provar que 
o A AMN 6 semelhante ao A ABC. O / \ 

A A 6 comum aos dois A. O Z 1 e igual / \ 

ao Z 2, porque sao eorrespondentes for- / \ 

mados pelas || BC e- MN, cortadas pela ,, r\i 
transversal AB. O Z 3 6 igual ao Z 4 / ■ 

pelo mesmo motivo. Portanto, os A do R /\2 ; A 

A AMN sao respectivamente iguais aos -£-ZZc 

A do A ABC; entao, a primeira condigao Fig. 21 

para que os dois A sejam semelhantes, 
esta preenchida. Resta provar que os lados homdlogos sao pro- 
porcionais. Sendo MN || BC, ja sabemos que = AL a) 

1 4H AO W 


(§82) Tracemos pelo ponto N, a reta NR || AB? 
AN BR „ 

AC BC — MN (por que ?) . - 


AN MN 
AC BC 


( 2 ) 
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Combinando (1) e (2) 


isto 6, os 


lados homdlogos dos dois A sao proporcionais. Nestas condi- 
goes, se os A AMN e ABC tem A iguais e lados proporcionais, 

6stes dois A sao semelhantes. 

86. Casos de semelhanga de dois triangulos. Teorema. 
Dois tridngulos sao semelhantes quando tem sens Angulos iguais, 
dois a dois. , a * 

A - ? 



Fig. 22 


I A rv 

C = F 

T. { A ABC /** A DEF 

Sobre AB, a partir de A, to- 
memos urn segmento AM = DE. 
E, pelo ponto M tracemos MN || 
BC. Entao A AMN ~ A ABC. 


(segundo teorema de Tales) Comparemos os A AMN e DEF. 

/ B = M (corresp.) \ . 

\ B = E (hip.) / ' ' 

A = D (hip.) AM = DE (constr.) 

Donde A AMN = A DEF. (l.“ caso) Mas A AMN <** A ABC. 
Logo, A DEF /** ABC, como querlamos demonstrar. 

Teorema. Dois triangulos que tem urn Angulo igual com- 
preendido entre lados proporcionais, sao semelhantes. 


A A 

A = D 


T. { A ABC ~ A DEF 


Sobre AB, a partir de A (fig.22), tomemos um segmento 
AM = DE. Pelo ponto M tracemos MN || BC. Entao A 
AMN A ABC. (segundo teorema de Tales) Comparemos OS A 

AMN e DEF. 
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(§82) 


(hip.) Mas AM = DE por construgao . * . 

Comparando a primeira proporgao com a terceira, resulta 

A C - = AC L Se duas razoes tem o inesmo numerador, seus 
AN DF 

denominadores sao iguais; logo, 

AN = DF } Mas A AMN /*/ A ABC. 

AM = DE (construgao) j ( § 85) Logo, 

A = D (hip.) | A ABC ~ A DEF. 

A AMN - A DEF (2.” caso) \ C.Q.D. 

Teorema. Dois triangulos que tem seus lados proporcionais, 
sao semelhantes. 

t AB^ = AC^ = j*C_ T . a ABC /** A DEF 
\ DE DF EF 

Sobre AB a partir de A (fig. 22), tomemos um segmento 

AM = DE. E pelo ponto M tracemos MN || BC. Entao 

A AMN/** A ABC. (§85) Ora, 

AB AC BC AB _ AC BC } 

DE = DF = EF ( P-) AM “ AN MN 

Comparemos o primeiro grupo de razoes com o segundo. 
Sendo DE = AM (construgao) a primeira razao do l.° grupo, isto 6, 

A ^ -, A igual A primeira razao do 2.° grupo, isto 6, . , » • Entao as 
DE A q AC 

seis razSes sao iguais. Por exemplo, = A ^» 

BC = BC . EF _ MN Lo og A AMN e DEF sao 
EF MN ' ‘ 

iguais. (3.° caso) Mas A AMN /** A ABC. (§85) Logo, A DEF~ 
A ABC, como queriamos demonstrar. 

Do primeiro teorema e do terceiro, resulta que. 

I. Quando dois A tem seus A iguais, dois a dois, seus lados 
sao proporcionais e os dois A sao semelhantes. 
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II. Quando dois A tern seus lados proporcionais, seus A sao 
iguais, dois a dois, e os dois A sao semelhantes. 

Teorema. Dois tridngulos sao semelhantes quando tern seus 
lados paralelos ou perpendiculares. 

Se os lados de dois A sao || ou Js, os ^ d&stes dois A sao 
iguais ou supls. (E.M.T.Y. § § 110 e 111) Sejam A, B, C e A', B', C' 
os A destes dois A,e estabelegamos as hipdteses seguintes: 

1. 8 hipotese. A + A' = 2 retos, B + B' = 2 retos C+C' = 

= 2 retos. ’ 

Esta hipdtese deve ser rejeitada porque a soma dos seis A 
de dois A nao pode ser igual a seis retos. 

2. 8 hipotese. A = A', B + B' = 2 retos, C + C' = 2 retos. 

Esta hipbtese tambdm deve ser rejeitada porque a soma dos A 

de dois A, sendo 4 retos, e sendo B + B' + C + C' = 4 retos 
os A A e A' seriam nulos, o que e absurdo. 

3.» a hijjotese. A = A', B - B' e C + C' = 2 retos. Mas, 
sendo A = A e B = B', entao C = C' e os dois A sao semelhantes. 

Feorema. Duas paralelas sao cortadas cm partes proporcio- 
nais pov uma serie de secantes tragadas por um mesmo ponto. 


P 



Fig. 23 


H. { AD || MS 

T / AB _ _ CD ' 

' l MN NR “ RS 

Os A PAB e PMN sao semelhantes 
(§85); o mesmo acontece com os A 
PBC e PNR, assim como com os A 
PCD e PRS. Portanto, 


PA _ AB _ PB ;PB BC PC PC fCD PD 
PM MN PN ’ PN " NR “ PR - ’ Tr = Is' = PS" 


A ultima razao do l.° grupo e identica h primeira do segundo; 
a tiltima razao do segundo grupo 6 identica a primeira do terceiro; 
portanto, as no\e razoes sao iguais e, suprimindo aquelas que 
nao nos interessam, chegaremos facilmente a tese. 
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87. Semelhanga de B 

poligonos, Dois poligonos B ' A * . 

constituidos por um mesmo j 

numero de tridngulos seme- S / 9 

lhantes,e semelhantemente dis- C \d / \ / 

postos, sao semelhantes. / \ e ,/ 

f A ABC ^ A A'B'C' N^/r i„ DVlLiJ E - 
H. < A ACD A A'C'iy E 

{ A ADE ** A A'D'E' Fig. 24 

T. { ABCDEA A'B'C'D'E'A' 

a Se os A ABC e A'B'C' sao semelhantes, entao « = «' b = P 
c = c'. Analogamente d = d', e = e', e g = h = h' 

\ ~ £ igualdades deduziremos facilmente que’ A = A'’ 

— ^ = P ’ D = D f , E = E'. Portanto, esta preenchida 

uma das condigoes para que os dois poligonos sejam semelhantes 

Resta provar que os lados homdlogos sao proporcionais Ora de 
acordo com a hipotese, temos: uporcionais. Ura ’ de 

A C_. _AC„_ CD _ AD AD DE AE 


A /fi/ B ' C ' A'C' ' A'C' C'D' A'D',’ A'D' ~ D'E^'A'E' 

_ Como no teorema anterior, 4 facil verificar que estas nove 
razoes sao iguais. Igualando-as e suprimindo as razoes que nao 
nos interessam, teremos: 1 au 

AB __ _BC _ CD^ _ DE AE 


A'B' B'C' C'D' DW A'E' 

e seu^Tado^h^^ d ° iS polfgon . os t6m seus ^ iguais, dois a dois, 
seus lados homologos proporcionais, eles sao semelhantes. 

, lproca - Dois Poligonos semelhantes podem sempre ser de- 

mTanZZe ZspZT ^ ~ 

f A = A', B = B', C = C', D = D', E = E A ' 

H - \ A®. = = CD DE AE 

{ A'B ' B'C' ,C'D' D'E' ~ JJE' 
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A ABC 
A ACD 
A ADE ** 


A A'B'C' 
A A'C'D' 
A A'D'E' 


De ac6rdo com a hiphtese, os A ABC e A BC(iig. ) 

semelhantes. (2.° caso de semelhanga dos A) Eortanto, 

\tk CD , AC CD 

H = Mas 'A^ = w Loso - rs>- c'D' 

Logo os A ACD e A'C'D' tfan dois lados proporcionais. Al.'m 
disso,’ sendo C = C' (hip.) e cW (os A ABC . A'B'C' silo sem,lh»to) 

> J npn os A ACE e A'C'D' tamb6m sao semelnan- 
entao d = d . Logo os A andlogo se provara 

tes. (2.- caso de semelhanga dos A) Ue um mouu a & 

nue os A ADE e A'D'E' sao semelhantes. 

Observagao. Dois poligonos regulares, com o mesmo numero 

de lados, sao semelhantes. .1 

Com efeito, se os poligonos sao regulares, _ sens lados sao 

iguais e seus A tambem sao iguais. Quer no pnmeiro polig , 
quer no segundo, o valor de cada Z e ” n ^ retos porque, 

XSZ » SS 

si assim como os lados do segundo. _ 

’ Teorema. Quando dois poligonos sao semelhantes, a razao de 

sem perimetros l igual a razao ie semelhanga 

O perimetro do poligono ABCDEA 6 AB+BC+CD+DE+ 
EA. Frames esta soma igual a P. AnMogamente, o perimetro do 

poligono A'B'C'D'E'A' 6 P'. Vamos demonstrar que p = X 7 B 7 ' 
Se. os poligonos sao semelhantes, teremos: 

AB BC CD DE_ _ EA . (E.M.S.V.§62) 

A 7 ^ 7 ~ B'C' C'D' D'E' E'A' 

AB + BC + CD + DE +EA _ AB . P AB 


A'B'+B'C'+C'D' + D'E'+E'A' A'B' 
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Exercicios. S6rie XLV 

Regra . Para provar que um produto de dois segmentos 6 igual a urn ou- 
Iro produto tambem de dois segmentos, procuram-se dois A dos quais Sstes quatro 
segmentos Jagam parte; prova-se que os dois A sao semelhantes, estabelece~se a 
proporcionalidade de seus lados, suprime-se a razao 
que ndo inleressa A tese, e aplica-se d proporgao obtida a 

o teorema fundamental das proporgoes. (Vide §94, A 

observagao final.) / \ 

1. Hip. | AD e BE sao alturas do A ABC. / \ 

Tese. j BC X DC = AC X CE / n ^A E 

2. Demonstrar que, em um A qualquer, o pro- \ 

duto de uma altura pelo lado que lhe 6 A, 6 igual ao B D C 

produto da outra altura pelo lado que lhe 6 A. Vide 

fig. do exercicio anterior. A tese 6 AD X BC = BE X AC. 

^ 3. Em um A ABC, a = 13, b = 14 e c = 15.i 

A ^ \ A altura relativa ao lado b 6 igual a 12. Calcular as 

'•/ \ outras alturas. 

/ 4. Hip. { AB 6 diametro e BC 6 tangente. 

■Ak— 1 

\ \ /J Tese. { AB 2 = AD X AC 

/ 5. No exercicio anterior, tomar a mesma hip6- 

D ^' , C tese e demonstrar que BD 2 = DA X DC. 

6. Ligam-se os tres vertices de um A ABC a um ponto interior O. Di- 
videm-se os segmentos OA, OB e OC em duas partes iguais e unem-se os pon- 
tos de divisao, formando um A DEF. Demonstrar que os A ABC e DEF 
s2o semelhantes. 

7. Dsi-se um quadrildtero inscrito ABCD. Prolongam-se os lados AB 
e DC at6 que se encontrem num ponto E. Traga-se a corda BD. Por hip<5- 
tese, o Z DBA 6 igual ao Z CBE. Provar que AD X BE = CE X BD. 

8. Com a figura do exercicio anterior e as mesmas hipdteses, provar 
que EC X AD = BC X EA. 

9. Provar que, em dois A semelhantes, duas medianas homdlogas estao 

entre si como dois lados hom61ogos. ^ 

10. Voltando k figura do exercicio 1, e fazendo as mesmas hipdteses, 
provar que MB X ME = MA X MD. 

11. Voltando k figura do exercicio 1 e fazendo as mesmas hipoteses, pro- 
var que AE X DC = AD X ME. 

12. Pelo vfirtice A, de um A inscrito ABC, tragam-se a altura AD e o 
diUmetro AF. Provar que AB X AC = AD X AF. 

N. B. Tragar a corda BF e comparar os A ACD e ABF. 

13. Voltando k figura do exercicio anterior, tragar a corda FC e provar 
que BD X AC = FC X AD. 

14. Demonstrar que as diagonals de um trapezoide (trap6zio sim^tri- 
co) se dividem reclprocamente em segmentos proporcionais. 


1 

: fl 
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15. Por um ponto M, tornado no interior de um circulo, trapam-se duas 
eordas MAB e MCD Provar que MA X MB = MC X MD. 

16. Por um ponto M, tornado no exterior de um cireulo, trapam-se duas 
secantes MAB e MCD. Provar que MA X MB = MC X MD, 

17. Demonstrar quo o produto dos dois catetos de um A retangulo 6 
igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a hipotenusa. 

18. Os tres lados de um A medem 3,4m, 5,6m e 7,1m. Calcular o pe- 
rimetro de um A semelhante ao primeiro, sabendo que a razao de semelhanpa 
entre o primeiro e o segundo 6 %o- 

19. O perimetro de um losango mede 180m. Calcular o lado de um lo- 
sango semelhante ao primeiro, sabendo que a razao de semelhanpa entre o 
primeiro e o segundo e 0,-36. 

20. O perimetro de um poligono mede 213,5m. Calcular o perimetro de 
um poligono semelhante ao primeiro, sabendo que, se um lado AB do primeiro 
poligono mede 11m, o lado A'B' do segundo mede 40,7m. 

21. Os tr6s lados de um A medem 0,24m, 0,36m e 0,48m. Calcular os 
lados de um segundo A semelhante ao primeiro, sabendo que a razao de se- 
melhanpa entre o primeiro e o segundo 6 4 %. 

22. Em' upi A ABC, AB = 40m, AC = 44m e BC = 60m. Sobre AB, 
a partir de A, toma-se um segmento AD com 23m, e trapa-se DE || BC. Cal- 
cular os lados do A ADE. 

23. O perimetro de um EJ ABCD mede 42m, sendo AB igual & terpa par 
te de BC. Calcular os lados A'B' e B'C' de umD semelhante ao primei- 
ro, sabendo que AB estd para A'B' assim como 2 esta para 5. 

24. Os tres lados de um terreno triangular medem respectivamente 
7,8km, 57,6hm e 483dam. Este terreno € desenhado na escala de 1 para 
20 000. Calcular o comprimento de cada um dos tres lados do desenho. 

25. Os perimetros de dois A semelhantes medem respectivamente 11,7m 
e 9,1m. 0 lado AB do maior mede 4,2m. Quando mede o lado A'B' do menor 7 

26. Um A equiLitero tem 648m de perimetro. Sua altura e igual a 
da altura de um segundo A equilatero. Calcular o lado do segundo A. 


88. Construpoes geometricas. Problema I. Dividir um 
segmento dado, segundo uma razao dada. 



Seja AB o segmento da- 

3 

do e ~r a razao dada. 

4 

Pel os pontos A e B tra- 
cemos duas || quaisquer AX 
e ZY. Em seguida, com um 
comprimento qualquer s, to- 
memos AC = 3s e BD = BE 
7 4s. Depois unamos o pon- 
to C ao" ponto E e o ponto 
D ao ponto C, prolongando 
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LogT 0 M ' ° S ^ MAC * MBE 530 ~ 

Mas — = Jl = A . MA 3 
’EE 4s 4 BM ~ T‘ 

- Portanto, o ponto M 4 uma das solmjoes do problema. Os A 

M AC e M'BD sao semelhantes. (por que ?) Entao = AC 
Mas — = = JL . M'A 3 ’ M'B BD ‘ 

’ BD 4s 4 * ' ' M'B ~ 4 ~ Eortanto, o ponto M' 

ihX n t§8°l) U5i ° d ° Pr ° M<ima - E ° Pr ° blema tem S6mmte duas 

m SeSment ° rMine0 em Um 

Seja AB o segmento dado e va- 
mos dividi'-lo em cinco partes iguais 
1 ragamos a semirreta AX, formando r> \ 

com AB um Z qualquer BAX. Em \ \ 

AX, a partir do ponto A, marcamos a ~~~ — ~ — — — 
cmco segmentos iguais e consecutivos H B 

a saber: AC, CD, DE, EF e FG. 0 Fig- 26 

comprimento ctestes segmentos 4 arbitrario. Ligamos o non to Cun 
ponto B e, pelo ponto F, tracamos FH II PR gamos o ponto G ao 

parte de AO, po? co^trW^Tigm” Lm iTambfm a* 
parte do segmento AB. (§82) e m a qumta 

mer^'dadoTou “ f w f ta P ro Porcional a tres nu- 

rneros aaaos ou a tres segmentos dados. 

Sejam 2, 3 e 4 os tres numeros dados. Se quisermos calcular 
a quarta propomonal, teremos 2 : 3 :: 4 : x . • . T=T Vejamos 

~ agor f como se constroi a quarta pro- 

p ^ porcional aos tres numeros dados. Tra- ■ 

y/j ?a-se um Z qualquer XAY. Em seguida, 

c / adotando-se uma unidade qualquer de 

j comprimento, marcam-se nos lados do 

Z XAY os segmentos AB = 2 unidades, 

- A p ~ ^ unidades e BD = 4 unidades. 
Mg. 27 Liga-se o ponto B ao ponto C e pelo 


ponto D traga-se o segmento DE |f BC; o segmento CE <S a 
quarta proporcional pedida. Com efeito, 

AB . = 1*2. (§32) . ' . 4r = 'r^r 
AC CE 3 

O segmento CE 6 realmente a quarta proporcional aos ml- 

meros 2, 3 e 4. construir a quarta proporcional a tres segmentos da- 

, 8 T:Tv t^ ^'27)a maSa a seguir 6 evidentemente a mesma. 

Observacao. Quando as dimensoes da fftlha de papel pam 
deseSo So pequenas e os numeros dados sao grandes, 6 neces- 

s4ri „ modificar a const™, 

,„e r S XAY. (fig. /) d0 D l P “l Y de „rX L7b^2 uniSt; 

■ TTTOSto? AD' t^n’id°X^Tra 5 a-se o segmento BC 
to elgmento DE || BC; o segmento AE 6 a quarta proporconal 
pedida. Com efeito, 

AB AD . 2l = JL. 

AC = AE (§82) • • 3 CE 


Probiema IV. Construir a terceira proporcional a dois nu- 

mer °Proporgao conlinua e a que tem os meios iguais 

Construir a terceira proporcional aos numeros 3 e 9, 6 o 
me smo ^ que construir o quarto termo da proporgao 3 . 9 .. 9 . x. 
Portanto, este probiema se resolve como o anterior. 
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89. Projegoes. Chama-se projegao de urn ponto P sobre 
uma reta XY, o pe da i a reta XY, tragada pelo ponto P. A 
projegao do ponto P sobre a reta XY 6 o ponto p. 



Fig. 28 

Para projetar um segmento retilineo AB sdbre uma reta XY, 
e bastante projetar as duas extremidades A e B do segmento AB, 
sobre o eixo XY. As projegoes de AB, CD e MH sobre XY sao, 
respectivamente, ab, cd e mh. A projegao de Eb sobre XY, sen ° 
EF _L XY, 6 evidentemente o ponto c. Quanto ao segmento MH, 
a projegao do ponto M sobre XY e o prdprio ponto M. As X Pp, 
A a, Bb, Cc, etc., sao chamadas projetantes. 

Ha diferentes espdcies de projegbes; mas aqui considerar emos 
somente a projegao ortogonal ou simplesmente projegao,- que 6 a 
projegao que acabamos de definir. 

r A Dados tres numeros a, b e c, diz-se que a 6 a media geometric a 
4 b a 

deb e c, quando, entre os numeros a,b e c, existe a relagao — = — • 

A media gcomctrica de dois numeros e igual k raiz quadrada 
do produto deles. Com efeito, sesea media geomStrica de 6 e c, 

entao — = — . ’ . or ~ be . ' . a — V be. 
a c 





I 

I 

i 
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90. O teorema de Pitfigoras. Foi Pitagoras, matema- 
tico e fil6sofo grego que viveu no 6.° seculo antes da era crista, 
quem estabeleceu as relagoes metricas ou numfiricas existentes 
entre os lados de um A retangulo. Estas relagSes podem ser resu- 
midas nos dois teoremas que vamos demonstrar. 

Primeiro teorema. Em um triangulo retdngulo, cada cateto 
6 media geometrica entre a sua -pro jet; do sobre a hipotenusa e a hi- 
potenusa toda ; a altura relativa a hipotenusa e media geometrica 
entre os dois segmentos que ela determina na mesma hipotenusa. 
(§94, observagao final) 

A tt f BAC = 1 Z reto 

l AD ± BC 


\ AB 2 = BD.BC 

B c T. « AC 2 = CD. BC 

Fig. 29 (AD 2 = DB.DC 

Observagao. Convdm relcr a Kegra dada no comego da sdrie XLV. 

Comparemos os A ABD e ABC. Sao retangulos, (hip.); tem 

um Z comum, B; entao os terceiros A, a saber, 1 e 2 sao iguais. 
Logo, os dois A sao semelhantes. Donde 

381 -BD- 1 ® 

Comparemos os A ADC e ABC. Sao ret&ngulos, (hip.); tem 

um Z comum, C; entao os terceiros A, a saber 3 e 4, sao iguais. 
Logo, os dois A sao semelhantes. Donde 

-st ac 2 = cd.bc 

Comparemos os A ADB e ADC. Sao semelhantes porque 
tem seus A respectivamente iguais. Logo, 

••• ad’-dc-de 


CD.BC 


DC.DB 


Segundo teorema. Se medirmos os Ires lados de um tridn- 
gulo retdngulo com a mesma unidade, o quadrado do nurnero que 
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mede a hipotenusa e igual a soma dos quadrados dos numeros que 
medem os dots catetos. 

De acordo com o primeiro teorema, temos: (fig. 29) 


( AB 2 = BD.BC 
l AC 2 = BC.DC 


. AB 2 +AC 2 = BD.BC fBC. DC 


AB 2 + AC 2 = BC(BD + DC) . \ 

AB 2 + AC 2 = BC 2 C.Q.D. 

CoroMrio. A diagonal e o lado de um quadrado sao prande- 
zas tncomensurdveis. 

A figura ABCD e um quadrado. Portan- A B 

to, o A ABC e retangulo. Logo, 

AC 2 = AB 2 + BC 2 

Fazendo AC — d e AB — BC = Z, teremos: 


# _ 2P.-.Z = 2. ; . 4 = (1) 


Fig. 30 


Se a razao entre a diagonal e o lado de um quadrado e igual 
a V 2, Ostes dois segmentos sao incomensuraveis. (E.M.T.Y. § 149) 
De (1) deduzimos facilmente que: 


d H2 (A) 


dV2 


A formula (A) significa que a diagonal de um quadrado e 
igual ao lado multiplicado pela raiz quadrada de 2. 

E, de acordo com a formula (B) 0 lado de um quadrado & igual 
a metade da diagonal multiplicada pela raiz 
jr quadrada de 2. 

/ |V bs Corolario. 0 lado e a altura de um 

/ j \ tridngulo equildlero sao grandezas incomen- 

\. \ surdveis. 

/ I \ No A equilatero, as alturas se confun- 

/ j dem com as medianas. Portan to, MB = MC. 

A c Fagamos AB = l . . MB = — - 

l lg - 31 0 A ABM 6 retangulo; logo, 
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p = h ? + L . • . 4F - 4/i 2 + p ■ ■■ 3 P = 4h 2 (2) 

4 

Dividindo ambos os membros de (2) por 3 h 2 teremos: 

3Z 2 4/i 2 . I 2 _ j_ . J_ = _JL . • . — = 

3 h 2 "3 h 2 ' ‘ h 2 3 ' h V 3 ’ h 3 


Se a razao entre o lado e a altura de um A equilatero 6 igual 
a dois tergos da raiz quadrada de 3, estes dois segmentos sao 
incomensuraveis. 

De (2) deduzimos que: 



A fdrmula (C) nos permite calcular o lado de um A equi- 
latero, quando 6 dada a altura; a fdrmula (D) nos permite resol- 
ver o problema contrario. 


Relativamente ao . A ret&ngulo damos a seguir algumas curiosidades 
que transcrevemos de J. Rey Pastor. ( Geometria , Terceiro Curso, Buenos Aires, 

1939) O A rethngulo mais simples que existe 6 aquele cujos lados medem 3, 4 
e 5 unidades. Este A, chamado triangulo egipcio, ]& era conhecido hd mais 

d ° . T a — , rr 

/o a « 1 ( 4a )2 _ (5a)2. Por exemp'lo, iazendo a = 6, teremos A, -4 - 30 ■ "-~ 
ago os lados de um A retangulo, eomo 6 fdcil de verificar. 

Mas, hd numerosos A retdngulos cujos lados nao sao dados pelos nd- 

mer ° S Os a pitag6ricos (da escola fundada por Pitdgoras, no ano 5 . 30 ^’ e “ 
Crotone, na atual provincia da Caldbna, Itdlia, e que entao fazia parte d 
Magna Gritia ) estabeleceram as formulas 

a 2 + 1 J 

2 ! 

que servem para format A retdngulos atribuindo a letra a vakres impa- 
res. Portanto, estas formulas nao resolvem completamente o problema. 



1 


(•) Estas curiosidades foram tamb&n publicadas na simpdtica revista 
nacional "Vamos her”, cm 19-3-1942, sem que se citaase, pordm, a fonto. 
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Platao; fildsofo grego (429 - 348 A. C.) prop6s as fdrmulas 


a 2 — Z 


a 2 + 1 


que tamb&n nao incluem todos os A retangulos possiveis. 

A soluijao completa foi dada por Euclides, em seus Elementos, com as 
seguintes fdrmulas: 


a 2 + b 2 

2 


Se fizermos a - 7 e b — 3 resulta o A retangulo 21, 20, 29, que nao nos 
6 dado pelas fdrmulas da escola de Pitdgoras ou de Platao. 

91. Relagoes nurnericas nos triangulos obliquangulos. 
Teorema. Em um triangulo obliquangulo, o quadrado de um la- 
do oposto a um angulo agudo e ‘igual a soma dos quadrados dos 
outros dois lados, menos o duplo produto de um ddstes dois lados 
pela projegdo do outro sobre ele. B 

No A ABC, o lado BC opoe-se ao Z 
agudo A. A projegao de AB sdbre AC e / \ 

AD. Vamos provar que: / \ 


T { BC 2 = AC 2 + AB 2 - 2AC.AD 
Consideremos o A retangulo BDC. 


Fig. 32 


BC 2 = BD 2 + 
s, BD 2 = AB 2 - 

DC 2 = (AC - AD) 2 = AC 2 


DC 2 = (AC - AD) = AC - 2AC. AD + AD 

Voltando a igualdade (1) e substituindo BD 2 e DC 2 pelos dois 
valores que aeabamos de determinar, teremos: 

BC 2 = AB 2 - AD 2 + AC 2 - 2AC. AD + AD 2 . ' . 

BC 2 = AB 2 + AC 2 - 2AC.AD C.Q.D. 

Teorema. Em um triangulo obliquangulo, o quadrado de um 
lado oposto a um angulo obtuso & igual d soma dos quadrados dos 
outros dois lados, mais o duplo produto de um dSstes dois lados 
pela projegao do outro sobre ele. 


AD + AC - 21 
AC 2 - 2AC.AD 
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No A ABC, o lado BC op 5 e-se ao 
y-v Z obtuso A. A projegao de AB sobre 

\ AC 6 AD. Vamos provar que: 

\ \ T. f BC 2 = AC 2 + AB 2 + 2AC.AD 

_ — A Consideremos o A retangulo BDC. 

DA C „ , „ 

Fib 33 BO S = BD 2 + CD 2 ( 1 ) 

Mas, BD 3 = AB 3 - AD 2 

DC 2 - (AC + AD ) 2 = AC 3 + 2AC.AD + AD 2 

Yoltando a igualdade (1) e substituindo BD 2 e CD 2 pelos 
dois valores que acabamos de determinar, teremos: 

BC 2 = AB 2 — AD 2 -f AC 2 + 2AC . AD -j- AD 2 

BC 2 = AB 2 + AC 2 + 2AC.AD •. C.Q.D. 

Observagao. Dados os tres lados de um A, 6 sempre pos- 
slvel, com o auxllio dos tres teoremas que acabamos de demonstrar, 
determinar a natureza dos A do mesmo A. Sejam A, B e C os 
tres A de um A e a, & e c os tres lados. 

Se A = 90° . ' . a 2 = 6 2 +c 2 * . a ? = & ? +c 2 

Se A < 90° . ‘ . a 2 = & 2 +c 2 — 2&Xproj. decsobre b a 2 < b 2 -\-c? 
Se A > 90° . ’ . a 2 = & 2 +c 2 +2&Xproj. decsobre b . ‘ . a 2 > b 2 +c 2 

I a 2 — b 2 -f- c 2 . ’ . A = 90° 

Reclprocamente, < a 2 < b 2 -f c 2 . * . A < 90° 

i a 2 > b 2 + c 2 . A > 90° 

Aplicaqao. Em um A ABC temos a = 7, b = 8 e c = 13. 

Determinar a natureza dos A deste A. 


a = 7 . ' . a 2 — 49 

b = 8 . * . b 2 — 64 

c = 13 c 2 = 169 


a 2 < b 2 + c 2 . • . A < 90° 

b 2 < a 2 + c 2 . * . B < 90° 

c 2 > a 2 + b 2 . * . C > 90° 


92. Para calcular as medianas de um triangulo. 
Teorema. Em um triangulo qualquer, a soma dos quadrados de 
dois lados 4 igual ao dobro do quadrado da metade do terceiro lado , 
mais o dobro do quadrado da mediana relativa ao terceiro lado. 
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H. f DB = DC A 

T. f AB 2 + AC 2 = 2BD 2 + 2 AD 2 

A mediana AD forma com BC j ! \ 

dois A adjacentes supls. e em geral, / •' \ 

desiguais, isto e, um Z agudo e um bZ_ i/z \ \ 

z - °btuso. Suponhamos que o Z 1 e l> g ^ ^ 

V Z 2 ’ agudo - A P r °je 5 ao Fig 34 

de AD sobre BC 6 DE. Consideran- g 

denaonstrados^ - dois dltimos teoremas 

AB 2 = BD 2 + AD 2 + 2BD.DE 
AC 2 = DC? + AD 2 - 2DC.DE 
Somando ejembrando que BD = DC, teremos: 


AB + AC 2 = 2BD 2 -f- 2 AD 2 


C.Q.D. 


Kepresentando os tres lados do , ir « a , , 

relativa ao lado a nor m + m A - por a > h > c e a mediana 
i ’ por nia > este teorema nos permite escrever: 

62 + c2 - + 4 (A) 

calcuteT^'S domimf A 3 eqUa5il0 <A) n ° S Pe ™ ite 

de “"J qU “ drados 

qmdrMter °t mol a soma dos quadrados das diagonals, 

B b C ma2s Quatro vezes 0 quadrado do 

segmento que une os pontos me- 
. . dios das diagonals. 

A 4 — \ / Fagamos AC = r, BD = s 

\ A e EF = •• 

^\\\ / H / EA = EC 

\SA/ l FB = FD 


Fig. 35 


T. ( a 2 +6 2 +c 2 -f-d 2 = r 2 +s 2 4"4e 2 
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No A ABC, o segmento BE 4 mna mediana. Portanto, 
a 2 + b 2 = 2AE 2 + 2BE 2 • • . 


a 2 + b 2 = 2 X 


a 2 + b 2 = 


(if 


+ 2BE 


+ 2BE 


No A ADC, o segmento DE 6_uma mediana. Portanto, 
c 2 + = 2AE 2 4- 2DE 2 


c s + d 2 = 2 X 


(if 


+ 2DE 


c2 + e = -Z- + 2M? CII) 

No A BED, o segmento EF 4 uma mediana. Portanto, 
BE 2 + DE 2 = 2BF 2 + 2EF 2 


BE 2 + DE 2 = 2 X 


(if 


+ 2EF‘ 


BE 2 4- DE 2 = ~ + 2e 2 

E multiplicando ambos os membros desta igualdade por 2, 

2BE 2 4- 2DE 3 = + 4e 2 v 111 ) 

Somando as igualdades, I, II e HI, teremos. ^ 

a 2 52 c 2 d 2 4- 2BE 2 4- 2DE = 

2aL + 2BE 2 4- ~~ + 2DE 2 4- + 4« 2 

4 4 ■* 


a 2 _j_ 52 4- c 2 4- d 2 = r 2 4- s 2 + 4e 2 


C.Q.D. 


Corolario. Em um paralelogramo, a soma dos quadrados dos 
quatro Los e igual a soma dos <A ° ° 

dado dos estudantes; demonstrar com e sem o teorema de Lule ) 

93 Formula para calcular a altura de urn triangulo. 
ConhLndo os tres lados de um A, 6 sempre possivei calcular 
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as tres alturas do mesmo A, com o auxllio dos teoremas anteriores. 
Entretanto, 4 util conheeer a jormula para calcular as alturas de 
um A em fungao dos lados, nao somente para abreviar os ealculos, 
mas pelas numerosas e importantes aplicagSes desta mesma 
fdrmula. 

Um A qualquer- ABC (fig. 36) tern, pelo menos, dois A 
agudos. Seja B um destes A agudos. Designemos por h a altura 
do A ABC, relativa ao lado a e vamos calcular esta altura. Se 
o ZB 4 agudo, teremos: 

b 2 — a 2 4- c 2 - 2 am (§91) . ' . A 

2 am — a 2 + c 2 - b 2 . / N. 

a 2 4- c 2 - V 2 „ / , 


h 2 = 


Fig. 36 

(E.M.T. V. § 56, IV) 


O AABD 4 retangulo. Logo, /.At 1 .. 

h 2 = <?-m 2 .'. 

h , : c , (^ + c 2 ~?> 2 ) 2 . "’"a " 

4a 2 ' ' Fig. 36 

h 2 = 4a 2 c 2 - (a 2 + c 2 ^ ( KM _ T .y.§56, IV) 

4a- 

, 9 (2ac 4- a 2 4- c 2 - b 2 )(2ac - a 2 - c 2 4~ b 2 ) 
h ~ 4a 2 

O segundo membro desta igualdade nao se altera, multi- 
plicando-o duas vezes por menos 1; portanto, 

(2ac4-a 2 4-c 2 -6 2 )(2ac-a 2 -c 2 4-5 2 )(-l)(-l) . 

h ^ ■ • 

[(2ac4-a 2 4-c 2 )- 5 2 ] [ (a 2 - 2ac4-c 2 )- 5 2 ] (-1) 

h 2 — —f • ' • 

4a 2 

[(a4-c) 2 -5 2 ][(a-c) 2 -6 2 ](-l) 

1,2 “ 

[(a4 ~c ) 2 — 5 2 ] [fe 2 — (a — c) 2 ] 

1,2 ~ 4 ^ — 

(a+b+c)(a+c-b)(b+a-c)(b-a+c) m 

k — ■ a) 
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O trinomio a + b + c 6 o perfmetro do A ABC. Fagamos 
a + b f c — 2p e. do ambos os membros desta igualdade vamos 
subtrair sucessivamente 2a, 2b e 2c. Teremos: 

° + 5 + c — 2a = 2p — 2a . ' . b + c — a = 2(p — a) 

a + 5 + c — 2b — 2p — 2i> a + c—b = 2{p — 6) 

a + fc + c — 2c = 2p — 2c a b — c — 2 (p — c) 

Voltando k igualdade (I) e substituindo os quatro trin6mios 
do numerador por estes valores que acabamos de determinar, 
teremos: ^ 2p X 2(p-a) X 2{p-b) X 2(p-c) 

4a 2 

m = 4 p(p - q)(p - b)(p - c) 

• * 


* - — 
a 


p(p -a)(p~ b)(p - c) 


Esta 6 a formula que nos permite calcular a altura do A ABC, 
relativa ao lado a, em fungao dos lados do mesmo A. De um 
modo analogo obteriamos: 

2 ! . 

h (relativa ao lado h) = — ^ p(p _ a yp _ ^)(p _ 


h (relativa ao lado c) = 


p(p - a)(p - b)(p - c ) 


Aplicagao. Calcular as tres alturas de um A, cujos lados 
a, b e c medem respectivamente 11, 13 e 16 metros. 

h c z | h - - n v 20X9X7X4 = nVis 

2p = 40 j , _ 2 24 , 


\ V 20X9X7X4 = 




20X9X7X4 


24 

lA 35 


94. Para calcular as bissetrizes tie um triangulo. 
Teorema. 0 produto de dois lados de um triangulo 6 igual ao 
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H- { 1 - 2 T. { AB.AC = AD 2 +BD.CD 

A a porda BE e comparemos os A ABE e ACD. 

I = 2. (hip.) _ ’ 

3 = 4 (E.M.T.Y. § 151) 

5 = 6 (E.M.T.V. § 112, 1) 

A ABE ^ A ACD (1 .„ caso) j 
AB _ AE 

AD ~ AC ' ‘ AB.AC = AD. AE . • . B 


AB.AC = AD (AD + DE) 
AB.AC = AD 2 + AD.DE 



Fig. 37 


4 ° pro ? uto ADDB 

nova figura e condemns „s A ADC TbST&SP” " 

^ 1 = 2 (o. p. v.) 

a A ' 

3 = j J E.M.T.V. 1 



/ E.M.T.V. \ 
l §151 / 


AADC^ABDE (i.o caS0) 

DC 

“ ed • ’* AD -ED = BD.DC 


Fig. 38 


Voltando a igualdade (I) e nela subs- 
tituindo AD. DE por BD.DC, teremos: 

AB.AC = AD 2 -j- BD.DC C.Q.D. 


bissetriz AD. de um^A* ABC^Lndo P ~ erm , lte , ca,cu,ar o comprimento da 
lados do A; ’ mas , L pnWo ' ° ^ 03 COI °primentos dos tr6s 

e DC. (§83) P ° 5ugar ’ e necess ^rio calcular os segmentos BD 


21 q memen tos de Matemdti ca 

~ M, fn rip rtni s lados de um tridngulo e igual 
Teorema. 0 prodvlo tout M ^ ^ ra _ 

ao produto dos *g«« « por ‘ aqudes dots lados determina 

Tler^TZo^to 1 ^ 'dZ — «-* 
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Para chegar A tese e necessario provar que o produto AD . ED 
6 igual ao produto BD.CD. Comparemos os A ADC e BDE. 


(!:!>■ 


AD 


CD 


BD ED 
AD. ED = BD.CD 


CAD = EBD 

A ADC ***> A BDE (1.® caso) 

Voltando & igualdade (I) e nela substituindo AD. ED por 
BD.CD, teremos: 

AB.AC = BD.CD-AD 2 C.Q.D. 

Observasao. fiste teorema nos permite calcular o comprimento da 
bissetriz exterior AD, de um A ABC, quando sao dados os comprimentos dos 
trSs lados do A; mas, em primeiro lugar, 6 necessdrio calcular os segmentos 
BD e CD. (§83) ,\ 

Observasao. Os enunciados dos teoremas demonstrados .nes- 
te capitulo sao classicos, por6m, incompletos. O estudante deve 
completa-los mentalmente, com as seguintes restrigoes: 

a) os segmentos citados em um teorema sao medidos ■ com a 
mesma unidade. 

b ) sao os comprimentos resultan tes destas medidas que consti- 
tuent, prdpriamente, a equagao contida em cada teorema. 

Considerando, por exemplo, o teorema das medianas, deverfa- 
mos dizer: 

Medindo com a mesma unidade os tres lados e as tres medianas 
de um A, a soma dos quadrados dos comprimentos de dois lados 6 
igual ao dobro do quadrado do comprimento da mediana relativa ao 
terceiro lado, mais o dobro do quadrado da metade do comprimento 
d&ste mesmo terceiro lado. 

Exercicios. S6rie XLVI (*) 

1. Em um A retangulo, os catetos bee medem respectivamente 2,3m 
e 3,4m. Calcular a hipotenusa. 

2. A hipotenusa de um A retangulo mede 1,2m e um dos catetos mede 
0,8m. Calcular o outro cateto. 

3. Uma escada com 8,5m de comprimento 6 apoiada a uma parede. 
O pc da escada dista 2,3m da parede. A que altura a escada toca na parede ? 

4. Calcular os dois catetos de um A retangulo, sendo a sua soma igual 
a 24,5m e sendo a hipotenusa igual a 17,5m, 

(*) Conr&n ler * Not* da p&g. 271. 
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5 . Calcular 03 dois catetos de urn A ret&ngulo, sendo a sua diferenga 
igual a 4m e a hipotenusa igual a 18m. 

6. Em um A retangulo, a soma dos catetos 6 3,6m e a hipotenusa 
mede 3m. Calcular os dois catetos. 

7. Em um A retangulo, a diferenga dos catetos 6 de 8m e a hipotenusa 
mede 25m. Calcular os dois catetos. 

8. Em um A retangulo isosceles, a hipotenusa mede 40m. Calcular 
os dois catetos. 

, 9. Em um A retangulo, o cateto AB mede 7m e o cateto AC, 8m. 

Calcular a projegao de cada cateto sobre a hipotenusa. 

10. Em um A retSngulo, os catetos medem 5m e 6m. Calcular a altura 
relatlva a hipotenusa. 

N. B. Calculando a hipotenusa acharemos ^Gl. NSo devemos substi- 
tuir "\/61 pelo seu valor aproximado. O radical ^61 desaparece no cdlculo da 
altura. - ^ . 

11. Em um A retangulo, a hipotenusa mede 1,2m e um dos catetos mede 
0,,8m. Calcular o outro cateto e a altura relativa a hipotenusa. 

12. Um cateto de um A retangulo mede 12m e a altura relativa k hi- 
potenusa, 8m. Calcular o outro cateto e a hipotenusa. 

13. Um cateto de um A retangulo tern 1,3m e sua projegao sobre a hi- 
potenusa, 0,4m. Calcular u altura relativa a hipotenusa. o outro cateto e a 
hipotenusa. 

14. Em um A retangulo, a altura relativa A, hipotenusa determina dois 
segmentos BD = 4m e CD = 5m. Calcular a altura do A e os dois catetos. 

15. Em um A retangulo, a diferenga entre a hipotenusa e o cateto 
maior 6 de 1,4m e a diferenga entre a hipotenusa e o cateto menor 6 de 2m. 
Calcular a hipotenusa e os dois catetos. 

16. Determinar os tres lados de um A retangulo, sabendo que o peri- 
metro mede 22m e que a diferenga dos catetos 6 de 2m. 

17. Determinar os tres lados de um A retangulo, sabendo que a soma 
de seus lados 6 84 e que a soma dos quadrados de seus lados 6 2450. 

18. Em um A retangulo, sendo AB e AC os catetos, temos que 
AB : AC :: 12 : 16. Medindo a hipotenusa 50m, calcular os dois catetos. 

19. 0 lado de um A equilatero mede 15m. Calcular a altura. 

20. A altura de um A equildtero mede 7m. Calcular o lado.. 

21. O lado de um A equilatero mede 1,2m. Calcular a altura, sem re- 
eorrer a formula. 

22. A altura de um A equildtero mede 12m. Calcular o lado, sem re- 
correr a formula. 

23. Calcular o lado e a altura de um A equilatero, sabendo que a soma 
destas duas linhas 6 50m. 

24. O perimetro de um A isosceles mede 40m e a altura, 12m. Calcular 
a base, isto 6, o lado que nao tern igual. 

25. 0 perimetro de um A isosceles mede 50m e a base, 9m. Calcular 
a altura relativa ao lado que nao tem igual. 

26. A base de um A isosceles mede 1,4m e a altura, 1,8m. Calcular o 
perimetro. 
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catetos e a altura rekttvaT JdpotenSfm 0 ,s6sceles mede 18ro Calcular os 
0 e a base 6 3 ’ 2 - 

dos A A, B e c, isto 6, verificar“e os A do D f terminar a natureza 

Em^guKla, eonstruir um A mais o u de com ofido" 

30. Exerclcio andlogo ao anterior sendo a = 12m b = Ifim » - on 

S: IruTA‘^T„“- a 7m er r r d ° “ -, 7 n'" ; 6 ; 

«H,o da formula, a altura relatL' ao lado mab, C “‘"' 0 “ u - 

determinar a natureza dos lXd(XXXutn°A facllldade > 6 conveniente 
os dados e tomar como basf o lado c ° U menos de ^6rdo com 

relativa 3 -a?Tad U o\ A ABC> « = ^ = 7m e c = ll m . Calcular a altura 

projegoes dos lados 0^6 ’sdbre o’*™do & c = ° ° = 10,lm - Calcular as 

goes dos ladosT e^ tdbre o Tad TX = 7m e c = llm - Calcular as proje- 

do lad^’cfdbmo' tdffmeK 1 m^C? 1 ’! 0 lad ° b mede 10m e a projegao 
problema tem duas solugSes ’ Calcukr ° com P rim “to do lado a. O 

II determinam^em^ma^^can^^rm t ^ ° se f mento AB que as duas 

o comprimento^oTegmen^ To AB U “ a daS “ Um Z dc 45 °- Calcular 

38. Exerclcio andlogo ao anterior, tendo o Z 60° 

.9. Lxercicio andlogo ao anterior, tendo o A 30° 

com uma^fTm 1 A 1 mede 12m e forma 
41. Em um A ABC n =1 t dlstancia entre as duas ||. 
alturas com o auxllio da formula. ’ 4m e c - 6m. Calcular as tres 

primento da bissetriz^b^V" ^ & = 10m e c = 12m - Calcular o com- 

12m ' Calcukr 0 compri - 

• - 

lado BC. Esta f corta os lados \R e A p*' Pel ° P onto M traga-se uma || ao 
Cabular o comprimento do “° S pootos E e F - 

d».aei.;^a°VSrr“ t “ ret " ,M ° 8 ° * 6 ' ““ a 

47, O lado de um quadrado mede 37,5m. Calcular a diagonal 
• / diagonal de um quadrado mede 720m. Calcular % lado. 
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49. 0 Mo de urn quadrado mede rto'So 

dfiste quadrado formando Cakular o Mo e a diagonal do 

os meios dos lados do quadrado primitive, ^aicm 

"•"t c££'a diagona, de S 7.T “““ 

de lado e da diagonal 4 500m. Calcular 

a, dues lmh» iia ^ MMecutiv0S de „m r.Ungulo medem 7,2m e 3,4m. 
Calcular as ^ um retangulo mede 8,5m e a base, 7,1m. Calcular a 
a “ Ur M. A base de um reUngulo mede 5,2m e a diagonal 6,1m. Calcular 
a o perimei.ro de um retSngulo mede 320m; a altura 4 igual a K da 

bm,e. Calcuta . reta „g U l„ sso proporcionaia aos ndmeros 5 e 6, 

e a diagonal 4 igu.l a 0,2. 

57. A r«ao de do» Ud» cong^ ^ » eitum do retSngulo. 

A Je'um retSngulo .So 3* e 7a. Calculd-las, sabendo 

q “ e “sf KM^co^utivos de um □ medem respectivamente 4m . 5m. 

- • to - °” 

dos lados mede 3m. Calcular o Po^'me , u m Z de 60“ e medem 

tomando per base 

o lado de 20m. , n mede 15m, a altura relativa ao lado 

62. Um dos lados menores de um UJ H - nr a d iago- 

maior mede 12m e a diagonal menor, 20m. Calcular o ia-o ma 

nal maior do O. ' „nn „ hase a b mede 8m e a altura AD, 6m. 

Em um Jegundo retSngulo semelhante ao primeiro, a diagonal mede 50m. 

Calcular as dues dimensoes do segunao. respectivamente 11m 

64. Os dois lados consecut.vos d. - iQ ao J„ 18m. 

e 18m, e a diagonal menor mede 15 ■ , , respectivamente 21m 

65. 0s dels lado. Ta ItoTelatUa ao lado de 30„. 

6 "V Ltuir«7 is iados' consecutive ‘gZg&XttX? 
6 °”' d rumM»go mede 68m. Uma da, diagonal, mede 

3 °“- 6?CaMla“ o^perimetro de »m Mango no qual a diagonal maior mede 

2|4 “ 69 .VSo«aif U d al e u°m Sngo modem ,5m e '20m. Calcular o per,, 
metro do losango 
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70 . As diagonais de um losango estao entre si como 3 estd para 5, 
e o perimetro do losango mede 4,8m. Calcular as diagonals. 

71. Em um trapezio retangulo, a base maior mede 8,5m a base me- 
nor mede 6,2m e o lado obliquo mede 3,1m. Calcular a base m6dia do tra- 

P6Zi °7 e 2. a Em l um trapdzio escaleno, as bases medem 9m e 6m. Os lados nao 
I! medem 4m e 3m. Calcular a base mddia e a altura. - 

73. Em um trapezio retangulo, as bases medem 1,8m e 1,2m e a altura, 

0,6m. Calcular o lado obliquo. , pn q m \ 

74. Em um trapezio ABCD, a base AB mede 14m e i a base CD 9m. A 
altura do trapezio 6 de 5m. Prolongam-se os lados AD e BC at5 se encontra 

rem num ponto E. Calcular a altura do A AB . rll g tr £g 

75. As bases de um trapezio medem 15,8m e 11,7m. Calcular os tres 

-Me o , d r Sr cS 

, 7 fL“c'S s f SA4£ SSSffi 122 

nais do ^P^«- cular primeiramell te a altura DM; conhecendo a altura DM 

°u Ca\ calc ul ‘^ r ^ T ’ d quadrildtero medem respectivamente 7, 9, 

11 e 13 met^ As duas diagonais medem 12 e 15 metros. Calcular o segmento 
que une os meios das diagonais. 


| 

I 

\ 


! 
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95. Cordas e diametros. Teorema. Uma cor da e midia 

geometnca entre sua projegao sobre o didmetro que passa por uma 
das suas extremidades e o didmetro todo. 

T - = BD.BC 

/ Une-se o ponto A ao ponto C. O Z 

7 M CAB 6 reto (Por que?); logo, o A ABC 6 
Cp— retangulo, e o cateto AB 4 media ge0 m4- 
\ ‘ / tnca entre sua projegao BD sobre a hipo- 

\ / tenusa BC, e a hipotenusa toda. (§90) 

, Te{ >rema. Se, por um ponto qualquer 
Fig. 40 ae uma circunjerencia, baix rmos uma per- 

Pedicular sdbre um didmetro, esta perpen- 
dicular 6 mSdia geometnca entre os dois segmentos que ela deter 
mma no didmetro. 

Na O de eentro O, tracemos o didmetro BC e, pelo ponto A 
tracemos AD _L BC. Unamos o ponto A aos pontos B e C Trata' 

se de provar que AD ij = BD.DC. 0 A ABC 6 retingulo- 
portanto, a altura relativa a hipotenusa 4 imidia geometries entre 
os dois segmentos que ela determina na 
hipotenusa. (§90) 

96. O raio de um circulo cir- f 
cunscrito a um triangulo. Teore- ( Cs / A]\ 

ma. 0 produto de dois lados de um ( Zq./ h\ J 

tridngulo e igual ao produto da altura re- / \J 

lativa ao terceiro lado, pelo didmetro do \nT / D / C 
circulo circunscrito ao mesmo tridngulo. N^/ S 
Seja o A ABC, inscrito na O de 
centra O. Tracemos a altura AD e v o Fig 4 i 
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diametro AE. Temos de provar que AB.AC = AD.AE ou 
be = h a X 2R. 

A Ietra R designa o raio do circulo circunscrito ao A ABC. 
Iracemos a corda BE e comparemos os A ABE e ADC. 


ABE = ADC (por que ?) 
E = C (por que ?) 

1 = 2 (por que?) 

A ABE A ADC (i.« C aso) 


AE AB 
AC~AD ’ 


. AB.AC — AD.AE . 


bc = h a X 2R C.Q.D. 


Problem a. Conhecendo os ires lados de um A ABC calcu- 
lar o raio do circulo circunscrito. 

Sejam a, b e c os tres lados do A, e R o raio do circulo cir- 
cunscrito. Acabamos de provar que 


h X 2R 

0 


Mas, h a = — - V p{p - aj{p - b)(p - c) 

Substituindo em (I), teremos: 

, _ 4R V p(p - <i)(p-b)(p - c ) 


abc = 4R V p(p - a)(p - b){p -c) 

R — nfoc x 

4 V p(p - a ) (p - b) (p - c ) 

_ • Potcncia de um ponto em relagao a um circulo. 

Teorema. Se, por um ponto tornado no interior de uma circun- 
jerencia, tragarmos uma corda qualquer, o 
produto dos jdois segmentos desta corda e 
conslante. f 

Na O ^de eentro O (fig. 42) e por \ D 

um ponto interior qualquer A, tracemos / 0 Zuj 
uma corda qualquer BAC. Trata-se de i \ \’/ / I 

provar que o produto AB.AC 4 cons- / / 

Rmte, seja qual for a posigao da corda 
BAC. Ora, se tragarmos pelo ponto A, V e 

outra corda qualquer DAE, e provarmos Fig. 42 
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que AB.AC = AD.AE, o teorexna estard demonstrado. Tra- 
cemos as cordas BE e CD e comparemos os A ABE e ADC. 
Os A B e D sao iguais porque tem por medida a metade do 
arco EC; os A E e C sao iguais porque tem por medida a metade 
do arco BD; portanto, os dois A sao semelhantes e teremos. 

d) AB.AC = AD.AE C.Q.D. 

w in A C, 



Observando a igualdade (I), podemos enunciar o teorema que 
acabamos de demonstrar, com as seguintes palavras: duos cordas 
quaisquer se cortam em partes inversamente proporcionais. 

Teorema. Se, por urn ponto tornado no exterior de urna cir- 
cunjer&ncia, tragarmos uma secante qualquer, o produto das dis- 
tdncias dMte ponto aos pontos de intersecgdo da secante com a cir- 
cunjerdncia, e constante. 

Na O de centro O e por um ponto exterior qualquer A, 
tracemos uma secante qualquer ABC. Trata-se de provar que 
o produto AB.AC e constante, seja qual for a posigao da se- 
cante ABC. Ora, se tragarmos pelo ponto A, outra secante qual- 



quer ADE e provarmos que 
AB.AC = AD.AE, o teorema 
estara demonstrado. Tracemos 
as cordas BE e CD e compare- 
mos os A ACD e ABE. Os A C 
e E sao iguais, porque tem por 
medida a metade do arco BD; o 
Z A 6 comum; logo, os terceiros 
A ABE e ADC sao iguais, os dois 


Fig. 43 


A sao semelhantes e teremos: 


(II) 


AB 

AD 


AE 

AC 


AB.AC = AD.AE 


C.Q.D. 


Observando a igualdade (II) podemos enunciar o teorema que 
acabamos de demonstrar, com as seguintes palavras: duas secantes 
tragadas por urn niesrno ponto exterior & O, sdo inversamente pro- 
porcionais aos seus segmentos exteriores. 

Teorema. Se, por um ponto exterior a uma circunjer&ncia, 
iragarrnos uma tangente e urna secante, a tangente e media ^ georne - 
trica entre o segmento exterior da secante e a secante inteira. 
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tt / AB e tangente. r . 

T. { AB 2 = AC. AD / ''x j\/ 

Unamos o ponto B aos pontos 1 o 

C e D e comparemos os A ABC e \ 'dj? 

ABD. O Z A e comum aos dois \ / B 

A; o Z D e o Z ABC sao iguais, y Fig. 44 

porque tem por medida a metade / 

do arco BC; (E.M.T.V. §§ 151 e 

153) portanto, os terceiros A sao iguais, os dois A sao semelhantes 

e teremos: , ,, . 

AC . XB 2 = AD.AC C.Q.D. 

AD AB ‘ 

Chama-se potencia de um ponto em relagao a uma O, 0 proe 

duto das duas disidncias dest- 
ponto d O, distdncias estas con- 
/ ' tadas numa secante qualquer tra- 

{ gada pelo ponto dado. A poten- 

[ / \ _ cia do ponto P, em relagao h 

~/ 0 ~ " p q cen t r o O, e PA.PB; a 

\ / 1 do ponto P' <§ P'A . P'B. Como 

\ / / vimos nos teoremas anteriores, 

a potencia de um ponto dado 

em relagao a uma O dada, 6 
’*=’■ . uma quantidade constante. 

Teorema. A potencia de um ponto P, situado a uma dis- 
tancia dada d, do centro de uma circunjerencia de raio dado r, e 
igual, em valor absoluto, ad 2 - r 2 . 

Se o ponto P 6 exterior & O, teremos (fig. 45): 

PA.PB = PC. PD = ( d-r)(d + r ) = d 2 -r* 

Se o ponto P' 6 interior 5, O, teremos: 

P'A. P'B = P'E.P'F = ( r-d ) {r + d) = r 2 -d? 

P'A. P'B = - {d 2 — r 2 ) 

Quando P 6 exterior, a potencia 6 positiva; quando P 6 
interior, a potencia £ oegativa; quando P 4 ajerente (sobre a O), 


Fig. 45 
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a potencia 4 nula. Sendo P exterior, os segmentos PA e PB estSo 
dirigidos no mesmo sentido e seu produto 4 positive; sendo P 
interior, os segmentos PA e PB estao dirigidos em sentidos con- 
tr&rios e seu produto 4 negativo; sendo P ajerente k O, um dos 
segmentos PA ou PB 4 nulo e seu produto 4 nulo. 

98. Const rugSes geometricas. Medir uma superficie plana 
limitada 4 compara-la com outra superficie plana limitada, e to- 
mada como unidade. 0 resultado desta comparagao 4 um niimcro 
que se denomina area da superficie dada. Portanto, as palavras 
drea e super jlcie significam coisas diferentes. 

A unidade de area 4, em geral, o metro quadrado, isto 4, um 
quadrado cujo lado mede um metro. Nem sempre duas super- 
ficies planas limitadas podem coineidir; entretanto, podem ter 
a mesma drea ; neste caso nao sao iguais, mas equivalenles. 

A figura ABCD 4 um retangulo e a 

figura MNRS 4 um quadrado. Para cal- jC 

cular a area de um quadrado, 4 bastante me- 4 m 

dir o comprimento de um de seus lados, por AL — — BdP _Jb 

exemplo AIN e, em seguida, calcular a se- 5 j 

gunda potencia do numero que mede AIN; 
para calcular a area de um retangulo, 4 bas- 6 

tante medir dois lados consecutivos, por 
exemplo, AB e BC e, em seguida, multipli- M 6m. N 
car os dois numeros que medem respectiva- Pj„ 

mente AB e BC. Assim, se o lado do qua- 
drado AINRS mede 6m, a area d4ste quadrado 4 36m 2 ; se os 
lados AB e BC do retangulo ABCD medem, respectivamente, 
9m e 4m, a area d4ste retangulo 4 36m 2 . E as figuras ABCD e 
AINRS que, nao sendo iguais tern, entretanto, a mesma area, sao 
chamadas equivalenles. 

A segunda potencia de um numero 4 tamb4m chamada qua- 
drado d4ste numero, porque ela representa a area de um quadrado 
cujo lado 4 medido por este numero. O produto de dois numeros 
pode ser denominado o retdngulo destes numeros, porque ele re- 
presenta a area de um retangulo no qual dois lados consecutivos 
sao medidos pelos dois fatores do produto. Entao a segunda 
potencia de 6 pode ser representada gr&ficamente pelo quadrado 
AINRS, cu.;o lado mede 6; o produto 9X4 pode ser represen tad o 
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■ pelo retangulo ABCD, cujos lados AB e 
BC medem respectivamente 9 e 4. 

E sempre posslvel transformar um /r n\. 

retangulo em um quadrado eqiiivalente / / \\ 

Sejam AB e BC (fig.47) os dois lados con- Q M 

secutivos de um retangulo. Tragamos um A B C 

segmento AC = AB-f BC. Sobre AC como 
di&metro, tragamos uma O. Pelo ponto B Fi S- 47 

eS^dadn A p 0 Iado / ! ,° suadrado eqiiivalente ao retan- 
gulo dado e BD. Para prova-lo, tracemos as cordas DA e DC. 

O A ACD 4 retangulo; logo BD 2 = AB.BC. (§95) 

Todas estas consideragQes foram necessarias com o fim de 
c egar a segumte conclusao: para representar graficamente o pro- 
duto de dois segmentos, nao 4 necessario tragar o retangulo cor- 
respondente, nem o quadrado eqiiivalente a este retangulo; 4 
bastante tragar o lado do quadrado. 

S Primeiro problema. Construir dois 

j 3 segmentos , conhecendo sua soma e seu produto. 

_ Seja s a soma dos dois segmentos pedi- 

C f ~ 7 i > r v ' dos e p ° se S m ento cujo quadrado repre- 
Pr If S senta ° produto dos mesmos segmentos. To- 

Lj man do AB como diametro, tragamos uma O; 

AM O N B por A tragamos AC igual a p e ± AB. Por 
Fig. 48 ^ tragamos CE |j a AB. Esta || corta a O 

mvr i \r> r\ j • n ° S P on t° s D e E. Pelo ponto D tragamos 
AJi - t)s dois segmentos pedidos sao AIA e AIB. Com 

efeitp, AIA + AIB = AB = s e AIA. AIB = ML) 2 = n 2 . (§95) 
be tragarmos EN ± AB, teremos as solugSes NA e NB que, na rea- 
lidade, sao iguais as solugoes AIA e MB, como 4 facil demonstrar. 




Fig. 48 


Quando p = — , a 
2 


CE 4 tangente a O no ponto R, a ± 


DM toma a posigao OR e os dois segmentos pedidos serao OA e 
UJ3, isto 4, as duas metades de s. 


Quando p 


o problema nao tern solugao. 


Segxmd° problema. Construir dois segmentos, conhecendo 
a sua dijerenga e o seu produto. 
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Seja d a difercnga dos dois segmentos pedidos epo segmento 
cujo quadrado representa o produto dos mesmos segmentos bobre 
AB = d, como diametro (fig. 49), tragamos uma O. Por Atraga- 
xnos AC = pel AB. Por C tragamos a.secante CDE. Os dois 

segmentos pedidos sao CD e CE. Com efeito, C ' 

= KB = d e CD.CE = AC 2 = p 2 (§97. 3.- teore- 
<4 ma ) fiste problema sempre tem solugao. 

c Terceiro problema. Construir a media 

. geometrica de dois segmentos dados ou de dois 

\ numeros dados. 

\ ) -n Sejam men os dois segmentos dados. 

oV ) (fig. 50) S6bre uma reta tomamos AC = m 

\. \y/ e BC = n. Sobre AB como diametro, tra- 

gamos uma O e, ;em seguida, CD _L AB. 
Fig. 49 a media geometrica dos segmentos dados 

mend CD. Com efeito, CD 2 = AC . BC m _ 

§95) CD 2 = mn. ‘ d 

A mddia aritmetica dos segmentos m e n e 

-^5- = OE = OD. Ora, CD < OD. (por que?) / j; \ 

2 ... L Li j 

Demonstra-se assim graficamente que a media a O C B 
geometrica de dois numeros d menor do que pig. 50 

a mddia aritmetica dos mesmos dois numeros. 

As vezes, na construgao da mddia geomdtnca de dois seg- 
mentos, nao d possivel coloca-los urn em continuagao ao outro. 

Tragamos entao um segmento A±> m. 
m (fig.5 1) Neste segmento, e a partir de 

r[ i) B, tomamos um segmento BC = n. So- 

V* bre AB como diametro, tragamos uma O. 

/ i Vv Pelo ponto C tragamos DC L AB. Fi- 

[ | 'q nalmente tragamos a corda BD. A mddia 

— q~~c b geometrica dos segmentos dados mend 

Fj£r 5] BD. Com efeito, BD 2 = AB.BC (§95) 


Fig. 51 


BD 2 = mn. 


99. Represen tagao grdfica dos nAmeros irracio- 
nais. Nao d possivel obter o valor exato dos radicals 
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V2, V3, VS. V 7, etc.. Entretanto, d possivel a sua representa- 
gao grafica. 

Seja AB (fig. 51) um segmento que representa, por convengao, 
o mimero um. Tracemos o A retangulo ABC, sendo BE — AB. 
Aplicando a este A o teorema de Pitagoras, teremos. 

AC 2 = AB 2 + BC 2 ■ ‘ • e 

AC 2 = 1 + 1 • ‘ 

AC = V2. /A yjL/X 

Portanto, o segmento AC ^KW \ j y' VI \g 

representa o radical V 2 - A 1 \\///« V 

Considerando o A retan- j \ H 

gulo ACD, no qual CD-AB, W| 

teremos: V\. \ l. 

AD 2 = AC 2 + CD . . \ NS \ 1 

ad^=(V2)1+i ••• Fig . 52 \ \ A 

AD 2 = V3. \V9 V 

O segmento AD _represen- Vtb V / 

ta, pois, o radical V 3 . \/ 

E assim por diante. K 

Se o desenho for bem fei- 
to, verificar-se-a que AE = 2AB e AJ — 

100. A divisao durea de um segmento retillneo. Di- 
vidir um segmento dado em mddia e extrema razao d dividl-lo 
em dois segmentos tais que o maior seja mddia geomdtnca entre 
o menor e o segmento todo. fiste problema d tambdm conhe- 
eido pelo nome de divisao durea de um segmento retillneo. 
Dividiremos a resolugao deste problema em tres partes. 


Fig. 52 


3 AB. 


Fig. 53 


Primeira parte. Resolugao algebrica do problema. 

Seja AB o segmento dado. Suponhamos o problema resolvido 
e seja X o ponto que divide o segmento AB em media e extrema 
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razao. Fagamos AB = d, XA = * e XB - d ~ x . Be ac6rdo 
com o enunciado do problema, teremos: 

d — X X i d d 


x d } x 

x 2 = d 2 — dx ; 

x 2 + dx — d 2 = 0 ! x 

x= --j ± yJ~r ~ hd2 j x ' 

d Idd 2 j 

X = ± V'T j /' 

Sendo V5 = 2,236 , teremos: 


d , d I— 


= |(~i±Vs) 
= -f (-i + Vs) 
“ 4(-i - a/s) 


s' = y X(+l,236/.v) 
a:" = yX (-3,236.1.) 


Obtivemos para x dois valores ir- 
racionais, mas que podem ser calculados 
com a aproximagao que se quiser. 


0 primeiro valor de x nos mostra que'existe um ponto'X situa- 
do entre A e B que resolve o problema. Para localizar 6ste ponto 
tomamos em AB, a partir do ponto A, um segmento AX igual a 

— X 1,236. . . Sendo AX = ~ X 1,236. . . . resulta que AX > — • 

Eis por que, ao iniciar a resolugao d6ste problema, colocamos o 
ponto X, mais proximo de B do que de A. 

0 segundo valor de x nos mostra que existe um ponto X' 
situado a esquerda de A, no prolongamento do segmento AB,’ 
(&80J que tambSm resolve o problema. Para localizar este segundo 
ponto, tomamos no prolongamento de AB, a partir do ponto A, 

e para a esquerda, um segmento AX' igual a X 3,326 . . . Sendo 

AX = — X 3,326... resulta que AX' > d, por6m AX' < 2d. 

Entretanto, a construgao rigorosa dos pontos X e X' 4 a 
que vamos dar na terceira parte. 

Segunda parte. Preparagao para a resolugao grdfica do 
problema. Ja sabemos que o problema tem duas solugoes: os 
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deTmo^Lf a grlfiCamente 0 P"**—. 

T f X'A - XA = AB ! . D esde que os pontos X e X' 

’ l X'A . XA = AB a ! dlvldem ° segmento AB em m6dia 

i e extrema razao, teremos: 

XB XA , o 

xa = aF (i) ^ = AB.X'B 

X'B X'A XA * = AB -XB 


X'A 2 -XA 2 


AB . X'B - AB . XB 


(X'A + XA)(X'A - XA) = AB(X'B - XB) . • . 
XX'(X'A - XA) = AB . XX' . • . 

X'A - XA = AB (IXI) 

Portanto, a pnmeira parte da nossa tese esta demonstrada. 
Para demonstrar a segunda parte, entremos na igualdade (II) 
com o valor de X'A tirado da igualdade (III), eliminando somente 
um dos meios. Teremos: 


X'B _ X'A 
XA + AB AB 
XA X'A + X'A . AB = AB . X'B 


XA .X'A = AB .X'B - AB .X'A . * . 
XA .X'A = AB(X'B -X'A) 
XA.X'A = AB a 


,. Terccira parte. Resolugao grdjica do problema. Yamos 
divider graficamente o segmento AB, em mfidia e extrema ra- 
zao, localizando os pontos 

X e X'. Desde que ''***., 

X'A-XA = AB . /'" 

XA.X'A = AB 2 / 

conclue-se que, construir j J 

ou determinar grafica- — 1— X 

mente os segmentos XA ^ A X B 

e X'A 6 construir dois ^ ‘ 

segmentos dos quais se conhece a diferenga e o produto. (598) 
Pragamos por B, o segmento BC laABe igual a AB. Com 
centro em 0, ponto medio de BC, tragamos ,a O de raio OB. 
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Tracamos a secante AE, passando pelo centro da O. Em se- 
guida, tomamos AX - AD e AX' = AE. E teremos obtido os 

pontos X e X'. Com efeito, 

X'A-XA = AE-AD = DE = BC = AB 
X'A.XA = AE. AD = AB 2 (§97, 3.” teorema) 

Exercicios. S4rie XLY1I 

1 Em uma O com 6m de raio, traga-se uma corda com 2,5m. Calcular 
a projegao desta corda s6bre o diametro que passa por uma das suas extremi- 

dades. . d corda sobre o diametro que passa por uma das 

8Uas extriKI dgu,l . 4.1m. Sendo o raio da O igual a 8m, calcular 
o comprim^to^corfa.^ ^ ^ q di>metro que ™ um a d.a 

auas extremidadcs 6 igual a 2,2m. Sendo a corda igual a 8m, pedooe o raio 

d “ °i."Por um ponto tornado ein uma O, trapa-ae uma -L a urn di4metrm 
Esta A mede 3,5m e um dos segmentos que ela determma sobre o diametro 

mpde 10m. Calcular o raio da O. ... . 

5 Por um ponto tornado em uma O, traga-se uma A a um di&metro. 
Esta A determina no diametro dois segmentos cujos compnmentos respective* 
sao 11 5m e 3,2m. Calcular o comprimento da A. Quanto mede o raio da O . 
6. 9 raio de uma O tern 22m. Traga-se uma corda com 14,1m. Calcular 

‘ O ™1o C S?o a m«le 15m, trapa^e uma cord, cuja dUttncia 

no f-entro 6 de 7 2m. Calcular o comprimento da corda. . , 

8. Uma corda mede 7,2m. Sua distancia ao centro 6 de 5,1m. Calcular 

o ra!Q da ®- dadas duas © secantes cujos raios medem respectivamente 
2,8m e 2,5m. A linha dos centres mede 3,1m. Calcular o comprimento da 

^^lO^SMalasTuas© secantes cujos raios medem respectivamente 6,2m 
e 3,3m. fcorda bomum hs duas © mede 2,4m. Calcular a linha dos centroa 

11. Sao dadas duas © secantes. A corda comum mede 12m dista 7,2m 
de um dos centres e 4,2m do outro. Calcular os raios das duas ©• 

12. Em uma O cujo raio mede 12m, toma-se um . 

5 6m do centro. Pelo ponto A tragam-se as cordas BAC e DAE. Calcular as 
duas cordas, sabendo que a corda BAC 5 a menor possivel e a corda DAE 

6 a corda mede 20m. Sua distancia ao centro 6 de 12m. Calcular 

a projcgao da corda sobre o di&metro que passa por uma das suas extremidades. 

P Uma corda tern 16m. Sua distancia ao centro 6 de 25m. Traga-se 
um dDmetro A a corda. Calcular os dois segmentos que a corda determma 

no difi metro 
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15. Calcular a flecha de uma corda com 16m, numa O cujo raio mede 26m. 

16. Em uma O com 45m de raio, traga-se uma corda cuja flecha tem 
1,4m. Pede-se o comprimento da corda. 

17. Uma corda tem 32m e a flecha, 4,4m. Calcular o raio da O. 

18. O raio OA de uma O mede 20m. A corda AB mede 7m. Calcular 
a corda BD do arco duplo BAD. 

N. B. Tragar a figura; calcular a projegao AC, da corda AB s6bre o 
diametro AOE, ( $ 95, l.° teorema); calcular em seguida BC, etc.. 

19. Em uma O com 20m de raio, traga-se um diametro AB, horizontal. 
Traga-se uma corda AC, acima de AB, com 8m; tragam-se duas cordas BD 
(acima de AB) e BE (abaixo de AB) cada uma tambem com 8m. Calcular 
a corda CD; provar que a corda CE 6 um diametro. 

20. Em uma O cujo raio mede 15m, inscreve-se umtrapezio cuja base 
maior 6 o d6bro da base menor, e passa pelo centro da O. Demonstrar que 
o trapezio e isosceles; calcular o comprimento dos lados nao || e a altura do 
trapezio. 

21. Por um ponto M, situado no interior de uma O, tragam-se duas 
cordas AMB e CMD. Os segmentos MA e MB medem respectivamente 5m 
e 7m. Calcular os segmentos MC e MD da corda CMD cujo comprimento 
total e de 14m. 

22. Por um ponto M, exterior a uma O, tragam-se duas secantes MAB 
e MCD. Sendo MA = 12,5m, MB = 23m e MCD = 42m, calcular MC. 

23. Por um ponto M, situado no exterior de uma O, tragam-se duas 
secantes ‘MAB e MCD. MA, segmento externo da primeira secante, mede 
2,1m; AB, segmento interno da primeira secante, mede 8,3m. Caleular o 
segmento externo e o segmento interno da secante MCD, cujo comprimento 
total 6 de 11m. 

24. Por um ponto M, situado no interior de umaO, tragam-se duas 
cordas. O produto dos dois segmentos de cada uma destas cordas 6 igual 
a 15,7m 2 . O raio daO tem -5,lm. Calcular a distancia do ponto M ao centro 
da O. 

25. Em uma O com 12m de raio, traga-se uma corda AB que passa 
por um ponto M, situado no interior da O. Sendo MA =■ 3m e MB = 5m, 
calcular a distancia do centro da O a corda AB. 

26. Por um ponto A, situado em uma O, tragam-se duas cordas AB 
e AC, formando um A de 90° Sendo AB = 2,1m e AC = 3,2m, calcular 

o raio da O. . . 

27. Calcular as dimensoes de um retdngulo inscnto em uma W com um 
raio de 8m. sabendo que o perimetro do retangulo mede 40m. 

28. Calcular as dimensoes de um retangulo inscrito em uma O com 3m 
de raio, sabendo que a diferenga entre as duas dimensoes 6 igual a 2m. 

29. Por um ponto situado a 26m de uma O, traga-se uma tangente cujo 
comprimento 6 de 30m. Calcular o raio da O. 

N. B. Entre um ponto e uma O ha duas distancias; a menor e a 
maior. N6s d6mos a menor. 


I 
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30. O raio de lima O mede 4m. Sendo OA fete raio, prolonga-se OA, 
de rnn certo comprimento AB, e pelo ponto B traga-se BC tangente 5 mesma O. 
Sendo BC = 11m, pede-se o comprimento de AB. 

31 . Por um ponto situado fora de uma O, tragam-se uma tangente e 
uma secante. A tangente tern 5,2m e a secante, 11,4m. Calcular o segmento 
externo da secante. 

32. Por um ponto situado fora de uma O, tragam-se uma tangente e 
uma secante. A tangente tem 6,5m e a secante 10,2m. Calcular o segmento 
interno da secante. 

33. Por um ponto situado fora de uma O, tragam-se uma tangente e 
uma secante. A tangente tem 4m e o segmento externo da secante 3,5m. 
Calcular o segmento interno da secante. 

34. O diametro de uma O mede 7,4m. Prolonga-se fete diametro de 
uma certa quantidade BC, com 11,2m, e pelo ponto C traga-se uma tangente 
& mesma O, Calcular o comprimento desta tangente. 

35. E' dada uma O cujo raio OA mede 4,2m Prolonga-se OA de uma 
certa quantidade AB. Traga-se por B uma tangente BC cujo comprimento 6 
igual a % de AB. Calcular o comprimento da tangente. 

36. O raio de uma O tem 2m. Por um ponto A traga-se uma secante 
cujo segmento interno tem 3m e cujo segmento externo tem 5m. Calcular a 
dist&ncia do ponto A ao centro da O. 

37. No piano de uma O cujo raio tem 2,5m, toma-se um ponto A, cuja 
distancia ao centro 6 12m. Pelo ponto A traga-se uma secante cujo segmento 
externo mede 10m. Calcular o segmento interno da secante. 

38. O raio de uma O mede 20m. Por um ponto A da O traga-se uma 
tangente. Por um ponto B da tangente traga-se uma secante que passa pelo 
centro da O. O segmento externo da secante 6 igual a quatro vfees o didmetro 
da O. Calcular o segmento AB. 

39. A base maior de um trapezio isosceles circunscrito mede 13,8m. Um 
dos lados iguais do mesmo trapezio mede 9,2m. Calcular a base menor e o 
raio da O inscrita. 

40. Uma O estd inscrita em um trapdzio isdsceles. O raio da O mede 
5m e um dos lados nao || mede 16m. Calcular as duas bases do trapezio. 

41 . Em um A ABC, a = 7m, b = 8m e c = 9m. Calcular o raio da 
O circunscrita. (§ 96) 

42. Dividir um segmento de 200m em m6dia e extrema razao. (resolugao 
algebrica) 

43. Dividir um segmento retilineo com 8cm em mddia e extrema razao. 
(resolugao geomdtrica) 

44. O segmento maior de um segmento que foi dividido em mddia e 
extrema razao, mede 3,5m. Calcular o comprimento do segmento. 

45. O segmento menor de um segmento que foi dividido em mfelia e 
extrema razao, mede 2,6m. Calcular o comprimento do segmento. 

46. Em uma O traga-se u_m diametro AB. Em seguida, tragam-se as 
cordas AC e BD. A corda AC mede 2,3m e sua projegao AM sobre AB mede 


% 
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dfo ^ 1j2 “ CaICUl " ° dMmetro 

-0. — to d, 

mede i>" S,° ““ ^ d ° dl "»° 

Uma ° te * m 25 - m de raio- Por um ponto situ ado a 40m do ceDtro 
S'?™ 3 secante segmento externo 6 o triple do segmento interno! 
Calcular o comprimento de toda a secante 

red™; 5 S d d o.“* ° nede 24m - A tlecha do *"» dupI ° 

51. Os raios de duas © medem respectivamente 11m e 25m A linha dos 
duas r0 © mede 5 ° m ‘ Calcular 0 com P r imento da tangente comum exterior ha 

interior N ° eXerdcl ° anterior calcular o comprimento da tangente comum 

53. Os raios de duas © secantes medem respectivamente 7m e 6m. A 
a,sduas °^ V ® m medC 3m ’ Calcular 0 com Primento da maior secante comum 

N. B. A maior secante comum a duas ©6a secant© tragada por um 
dos pontos de intersecgao das duas ©, e || a linha dos centros. P 


i 

I 


I 
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N 101. Teoremas fundamentais. 

Teorema. Se dividirmos uma circunje- 
renciajm n partes iguais e unirmos os 
R pontos de divisao, jormaremos urn poll- 
gono regular inscrito ; se tragarmos tan- 
:> gentes pelos pontos de divisao, estas jor- 
marao um pollgono regular circunscrito. 

P Seja a O de centro O, dividida 

em n partes iguais. Unindo os pon- 
tos de divisao, i'ormaremos o poligono 
ABCDEFA. Os lados deste poligono 
. F'g- 55 sao iguais porque a arcos iguais AB, 

BC CD, etc., correspondem cordas iguais AB, BC, CD, etc.. 

’ Quanto aos A, sao todos A inscritos e cada ^ ^ por 
exemplo o Z A, tem por medida a metade do arco BCDEF, isto 
6 a metade de um arco constituido por n- 2 divisoes da O. 
Ora se todas as divisoes da O sao iguais, to^os os ~ sao iguais^ 
Portanto, o poligono ABCDEFA, tendo os lados iguais e os aS 

‘"aXar d- . poligono ^nto MNRPSTM^e- 

guter, comparemos o_s & ^^^0= If = FA^orhipdtese. 

n .ico . iguais, . a « ^ bTot 

Quanto aos lados, temos AM = MB = BN = NC — CR — BD, etc.. 
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Logo, MN = NR = RP, etc.. Portanto, o poligono MNRPSTM, 
tendo lados iguais e A iguais, 4 regular. 

Centro de um pollgono regular 6 o centro das © mscnta e 
circunscrita. Raio de um poligono regular 4 o segmento que une 
o centro do poligono a um dos v4rtices; 4 o raio da O circuns- 
crita. Apotema de um poligono regular 4 a la um dos lados, 
tragada pelo centro do poligono; 4 o raio da O inscrita, OH, OL, 
etc., sao apotemas. (fig. 55) Todos os apotemas de um poligono 
regular sao iguais, porque cordas iguais distam igualmente do 
centro; um ap&tema divide o lado do poligono regular em duas 
partes iguais, porque toda ala uma corda, tragada pelo centro 
da O, divide a corda em duas partes iguais. (E.M.T.Vj (139 e 140) 
Chama-se A centrico de um poligono regular ao A jormado 
por dois raios consecutivos do poligono. 

Reciproca. Todo o pollgono regular 4 inscritlvel e circuns- 

crltivel. (Ao cuidado do estudante) 


Exercicios em classe 

1. Qual o valor do Z centrico de um poligono regular de n lados? 

2. Demonstrar que o A efintrico de um poligono regular de n lados e 
o Z do mesmo poligono, sao suplementares. 

3. Demonstrar que o raio de um poligono regular 6 bissetnz do Z. do 

mesmo poligono. , ... , . , 

4. Demonstrar que o apdtema de um poligono regular 6 bissetnz do 

A cSntrico do mesmo poligono. 

5. Demonstrar que o Z externo de um poligono regular 6 igual ao ^ 
cfintrieo do mesmo poligono. 


Teorema. Dado um pollgono regidar inscrito, se prolongar- 
mos os apotemas at6 encontrarem a circunjerencia, e se tragarmos 
tangentes pelos pontos assim determinados, estas tangentes jormarao 
um pollgono regular circunscrito. 


Seja o poligono regular inscrito com n lados, ABCD. . . ; tra- 
cemos os apdtemas OE, OF, OG, . . ., 


prolonguemos estes apdtemas at4 en- 
contrarem a O e, pelos pontos H, I, 

J, ..., tracemos tangentes. Vamos 
provar que o poligono MNRS. . . 4 
um poligono regular de n lados. O M 

arco AB 4 — da O (por que?); logo o 
n 


N l R 



Fig. 56 
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arco AH 6 — da O. (por que ?) Ora, se cada um dos arcos AH, 

HB, BI, IC, etc., 6 — da O, eonclue-se que cada um dos arcos 

HI, IJ, etc., representa — da O. Logo, os pontos H, I, J, etc., 

dividem a O em n partes iguais e o poligono MNRS ... 6 um 
-poligono regular circunscrito, de acordo com o primeiro teorema 
deste paragrafo. 

Exerclcios em classe 

1. Demonstrar que os lados dos dois poligonos sao paralelos. (fig. 56) 

2. Demonstrar que o raio OB do poligono inscrito coincide, em diregao, 
com o raio ON do poligono circunscrito. (fig. 56) 

Teorema. Quando dois poligonos regulares sao semelhantes, 
a razdo de seus perlmetros e igual i razao de sens raios ou de seu’s 
apotemas. '* 

Dois poligonos regulares sao semelhan- 
/f~~" tes 4 uan( t f > tern o mesmo niimero de lados; 

{/ / \\r a razao dos perlmetros de dois poligonos 

A/ semelhantes e igual a razao de dois lados 

* O ' homologos. (§87) Consideremos os poligo- 

nos regulares ABCD. . . erA'B'C'D'. . 
com n lados cada um. (fig. 57) Designando 
os seus perlmetros por P e P' teremos: 

f/ /\k' Z_ = _CD_ 

k\L P' C'D' 

< 0 ’ Tracemos os apdtemas OR e O'R', os 

Pig- 57 raios OC e O'C' e consideremos os A ORD 

e O'R'D'. Os A a e a' sao iguais. (por 
que ?) Os A b e b' tamb6m sao iguais. (por que ?) Logo, os A 

sao semelhantes (§86) e teremos: . Mas 

0 D O'R' R'D' ’ 

RD _ 2RD _ CD 

R'D' “ 2R'D' “ C'D' 

Logo, X _ _95_ _ _ OR_ 

P' C'D' O'D' O'R' 
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Representando os perlmetros de dois poligonos regulares 
semelhantes por p e p', os apdtemas por a e a', os lados por l e l' 

• H l T CL 

e os raios por r e r', teremos: — - = — - = — 

p l r' a' 

102. Inscrigao dos poligonos regulares de 4X2* lados. 

Na expressao 4 X 2", fazendo sucessivamente n igual a 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, etc., teremos 4, 8, 16, 32, 64, etc.. Vejamos como se inscrevem 
em uma O, os poligonos regulares de 4, 8, 

16, 32, 64, . . . lados. Comegaremos pelo 
poligono regular de quatro lados, isto e, 
o quadrado. 

Em uma O de centro O tragamos dois 
diametros _k entre si, AC e BD. Os quatro A 
A centrais assim formados sao iguais por 
serem retos; entao os arcos AB, BC, CD 
e DA sao iguais. Neste caso, unindo os 
pontos de divisao A, B, C e D, teremos 
um poligono regular inscrito de 4 lados. 

(§101) Vamos calcular o lado AB e o apdtema OE do qua- 
drado i nscr ito, em fungao do raio. O A ABO 6 retangulo; logo, 
AB 2 = AO 2 + BO 2 . Fagamos AB = l, OA = r, OE ■ = a. 



D 

Fig. 58 


Ad 2 = AO 2 + BO 2 (§90) 
l 2 - r 2 + r 2 


l 2 - 2;- 2 

l = rV’ 2 


OE 2 = OA 2 - AE 2 (§90) . •. 



Portanto, em uma O cujo raio mede r, o lado e o apdtema 


do quadrado nela inscrito medem respectivamente r V 2 e 


rV 2 
2 


Vejamos agora como se inscreve um octdgono regular em 
uma O. Seja AB o lado de um quadrado inscrito em uma O 
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C de centro 0. (fig-59) Determinamos o meio 

C do arco AB, prolongando o apdtema OD 
ate encontrar a O no ponto C. Sendo o 
l \P \ arco AB um quarto da O, o arco AC 4 um 
^ oitavo. Logo, a corda AC 4 o lado do octo- 

Fi £- 59 gono regular inscrito. Vamos calcular o lado 

AC e o apdtema OE do octogono regular inscrito, em lungao do 
raio. Lembremos que a corda 4 media, geometrica entre sua pro- 
jegao sobre o diametro que passa por uma das suas extremidades, 
e o diametro inteiro. (§95) Portanto, 


AC 2 - CD X 2r 
Nos nao conhecemos CD. Mas CD = ' 


OD e OD = 


(apdtema do quadrado inscrito). 
fazendo AC = Z, teremos: 

P = (OC-OD) X2r . 

p “( r - t r) x> | 


Voltando k igualdade (I) 

P = 2r 2 -r 2 V’2 . 

Z 2 = r 2 (2-V2) 

l = r V 2-V2 


Para calcular o apdtema OE, consideremos o A retangulo 
OEC.- Fazendo OE = a e OC = r, teremos: 

OE 3 , OC 3 -EC 3 ! ^ + 2 


i a- = 


„ ( rV2-V 2 V j , 2r 2 + r 2 V 2 

= P~\ 2 — / ! a = 4 


r 2 (2 — V 2 ) 


•V2 + V2 


Exercicios em classe 

1. Calcular o lado e o apotema de um octdgono regular inscrito em uma 

O cujo raio mede 15m. . 

2. Provar que o lado e o apdtema de um pollgono regular inscrito com 
16 lados, em uma O cujo raio 6 r, medem respectivamente 


V 2 + \ 2 


2 + \ 2 + M 2 


2 
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103. Inscrigao dos poligonos regulares de 3X2* lados. 

Na expressao 3 X 2 n , fazendo sucessivamente n igual a 0, 1, 2, 
3, 4, etc., teremos 3, 6, 12, 24, 48, etc.. Yejamos como se ins- 
crevem em uma O, os poligonos regulares de 3, 6, 12. . . lados. 

Comegaremos pela inscrigao do pollgono regular de 6 lados, 
isto 4, 0 hexagono. 

Este problema jd foi resolvido. (E.M.T.V. § 158) Vimos entao 
que 0 lado do hexdgono regular inscrito e igual ao raio. Calculemos 
o apdtema OM deste pollgono. No A retangulo OMA (fig. 60), 

temos: OM 2 - OA 2 ~AM 2 (I) 

Fazendo OM — ae OA = r, e lembrando que AF = OA, teremos: 

( r\ 2 r 2 3r 2 rV 3 

i) • ’ • a 2 = r 2 — a 2 — a — 

Portanto, em uma O cujo raio mede r, o lado e o apotema ^do 

r V 3 

hexdgono regular nela inscrito medem respectivamente r e ^ • 

Para inscrever um A equilatero em uma O, 4 necessdrio 
primeiramente, dividl-la em 6 partes, iguais e, em seguida, unir 
os pontos de divisao, de 2 em 2. O P A 

A ACE 4 um A equilatero inscrito. 

Vamos calcular AC em fungao do raio. f / yXV 

Tracemos o raio OC. A figura ABCO [//'' V 
4 um losango. (por que?) Entao suas E rcs. °\ it A B 
diagonais AC e OB sao Js entre si, e \\ \ n 

se dividem reciprocamente em partes \\ v 'xA // 
iguais. Para calcular AC, 4 bastante 
calcular AN e multiplicar o resultado ^ 

por 2. Teremos: 

» - — -9 ■ — o : „ r 2 1 t. r 2 3? " 


AN 2 = OA 2 - ON 2 . • . AN 2 = r 2 - — 

4 


AN 2 - 


Fig. 60 

_ 3?j 
4 


AN = 


2AN = r 


Quanto ao apdtema do A equildtei'o, ele 4 a metade do raio. 
Portanto, em uma O cujo raio mede r, o lado e o apotema do 

A equildtero nela inscrito medem respectivamente r \ 3 e ™ 
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Recomendamos aos estudantes o quadro seguinte: 
Em uma O cujo raio mede r: 

VT 

lado Irilng. equil. inscr. = rxV 3; apot. — r X — 

2 

lado quadrado inscr ito = rxV 2; apot. = r X 

j t — V"3 

iado hex. regul. inscrito = rX v 1 ; apot. = r = — 


Passemos a inscrigao do poligono regular de 12 lados. Seja 
AB o lado do hexagono regular inscrito e OD o apdtema. (fig.59) 
Prolongando OD at6 encontrar a O, e unindo o ponto A ao 
ponto C, a corda AC sera o lado do poligono regular de 12 
lados. (por que ?) 

Yamos calcular AC. Aplicando urn teorema conhecido (§95) 
teremos: 

AC 2 = CD X 2r j AC 2 = 2r 2 - r 2 V3 


AC = CD X 2r 
AC 2 = (OC - OD) X 2r 

AC 2 = (r - r -~)x2 r 


AC 2 = r 2 (2 - V 3 ) 
AC = rV 2-V"3 


Para calcular 0 apdtema OE consideremos o A retangulo OEC. 
(fig.59) Teremos: 


OE 2 = OC 2 -CE 2 


■ 2 - (' 


V 2 ~ V3 


OE 2 - r 2 - r 


( 2 -V 3 ) 


— 2 = 4r 2 -2r 2 + r 2 V3 
4 

OE 2 - 2 ?- 2 + r 2 V3 


rV 2 + V3 
2 


Poligonos Regulares 


237 


Exercicios em classe 


lima O aujitS mede°ll„° l ” aSg0,, ° regul ” *“=■“» «» 

cujo “ ° ,|C umA era uma O 

24 1 ? emo .f trar <l ue o lado e o apotema de urn poligono regular com 
24 lados, inscrito em uma O cujo raio 4 r, medem respectivamente 



.2 — V 2 + ~\J 3 e 



104. Inscrigao dos poligonos regulares de 5X2" lados. 

JNa expressao 5 X 2", fazendo sucessivamente n igual a 0 1 2 
3, etc, teremos 5, 10, 20, 40, etc.. Yejamos como se inscrevem 
em uma O, os poligonos regulares de 5, -10, 20, 40, ... lados. 

Comegaremos pela inscrigao do poli- 
gono regular de 10 lados. 

Suponhamos o problema resolvido e 
seja AB (fig. 61) 0 lado do decagono regu- 
lar inscrito. 

Vamos demonstrar que o lado do de- 
cagono regular inscrito 6 o segmento maior 
do raio, quando este e dividido em media 
e extrema razao. (§100) 

G A AOB 6 isdsceles; portanto, 6 = 36°, A = 72° e B = 72° 
Tracemos a bissetriz do Z B; teremos 1 = 36° e 2 = 36°. Donde 
3 — 72 . Entao o A ABC e isdsceles. Sendo 1=4 o A OBC 
tambem 6 isdsceles. Logo, OC = BC = AB. Sendo BC a bissetriz 

do Z B, teremos (§83) 

Substituindo nesta proporgao os diferentes segmentos que ela 
contem, pelos segmentos iguais contidos no raio OA, teremos: 



Fig. 61 


OC 

AC 



- OA. AC 


E sendo OC = AB, AB 3 =® OA, AC. 

Portanto, 0 lado do decdgono regular inscrito 6 igual ao 
segmento maior do raio, quando 6ste e dividido em media e ex- 




I 
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trema razao. Segue-se que, sendo o raio igual a r, o lado do deca- 

^ T \ ■ 5 *1/ ^ -j 

gono regular inscrito 4 igual a ^ ^ ^ JUU ' 

Calculemos o ap6tema OE. (fig.61) No A retangulo OAE temos: 


OE 2 = OA 2 - AE 


r 2 ( V 5 - l) 2 


OE 
OE 2 = r 2 - 


16 


— 2 16?" 2 — r 2 ( 5 — 2'\l~5 + 1) 

OE = ^ 


— 2 16? -2 — 6r 2 + 2 r 2 V 5 

OE 2 = 


OE 2 = 


OE = 


16 

10r 2 + 2r 2 \'"5 
16 

rV 10 + 2 V5 


Para inscrever um pentagono regular em uma O, dividimos 
primeiramente a O em 10 partes iguais; em seguida, ummos 
os pontos de divisao, de 2 em 2. 

• Exercicios em classe 

1. Calcular o lado e a apdtema do pentAgono regular inscrito em fun 5 5o 

do ral °- AC OE (fig. 59) respectivamente lado e apdtema do dccd- 

gono ^eguto CrUo. Queremos calcular AB e OD, respectivamente lado 

e apdtema do pentdgoim ^ na qual con hecemos AC e r tiramos o 

valor de CD. 5 0 A retangulo ADC dar-nos-.i entao o valor de AD, que 6 a 

metade de AB, etc.. Acharemos 

r (\ 5 + 0 


AB = 


ta/io-2 Vs od 
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a corda AB sera o lado do poligono regular inscrito na mesma 
O, com 2 n lados; o segmento OE, ao qual chamaremos a, 
sera o apdtema do poligono regular com n lados. Ora: 

AB 8 = BE X 2r (§95) (1) 

Precisamos eliminar BE. 

BE = OB-OE = r-a (2) 

Para determinar a, apotema do poligono regular inscrito com 
n, lados, recorremos ao A retangulo OEA. 


— 2 2 o P 4r 2 — l 2 

a 2 = OA 2 — AE 2 = r 2 — ^ ■ 

Voltando a equagao (2) teremos: 

V 4r 2 — l 2 
BE = r ^ 


V4 r 2 -l 2 , 0 , 

a ~ A ( 3 ) 


(4) 


Entrando na equagao (1) com o valor de BE dado pela equagao 
(4) resulta: 

V 4f2 - l 2 ' 


AB 


= 2 r = 2r 2 -rV4r 2 -J 2 

AB = V 2r 2 - r V 4r 2 - l 2 (5) 

Nas equagoes (3) e (5) fagamos r = 1. Teremos: 




Em resumo, sendo dados o raio re o lado l de um poligono 
regular inscrito com n lados, a f6rmula (A) nos da o apdtema a 
dgste poligono; a fdrmula (B) nos da o lado AB de um poligono 
regular inscrito na mesma O, com 2 n lados. 

Observacao. Resolvendo questoes prdticas ou tedricas, relatives aos 
poligonos regulares, convdm fazer o raio igual k unidade. Em seguida, se o 
raio nao d igual & unidade, basta lembrar que, quando dois poligonos regulares 
sao semelhantes, seus lados estao entre si como os ap6temas ou os raios das W 
inscritas ou circunscntas. ( § 101) 
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M D N Problema. Sendo dados o lado e o 

\ "\/ raio de um pollgono regular inscrilo, 'calcu- 
/\ C l (jr 0 lado de um pollgono regular circuns- 

/ n. / \ crito semelliante. 

I Seja AB = 1 o lado de um pollgono re- 

\ j gular inscrito em uma O cujo raio 6 1. 

\ y Tracemos o apotema OC — a, prolongado 

ate encontrar a O no ponto D; em segui- 
Fig 63 da > tracemos pelo ponto D uma tangente 

a mesma O, limitada pelos raios OA e OB 
convenientemente prolongados; MN sera o lado de um pollgono 
regular circunscrito a mesma O, tamb&n com n lados. (§101) 
Dos A semelhantes AOC e MOD, resulta: 


Pordrri 


V4 -l 2 


' . MD : ~ :: 1 : a 


fdrmula A 


Substituindo em (1) teremos: 

MD : ~ :: 1 : MD = —J= 

4 2 V4 -l 2 

E sendo MN = 2MD teremos, finalmente: 


MN = 


V4 - i 2 


Exerclcios. Serie XLVIII 

1. O raio de uma O mede 4,2m, Calcular o lado e o apdtema do A 
equildtero inscrito. 

2. O raio de uma O mede 3,5m. Calcular o lado e o apotema do qua- 
drado inscrito. 

3. O raio de uma O mede 72m. Calcular o lado e o apdtema do pentdgo- 
no regular inscrito. 

4. O raio de uma O mede 4,2. Calcular o lado e o apdtema do hexdgono 
regular inscrito. 

5. O raio de uma O mede 5,5m. Calcular o lado e o apdtema do octdgono 
regular inscrito. 
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gone ysr ° mede 40m - Cdcui " ° ° ° ap,5tem!> d ° d ' ci1 - 

cigono" r,g»Ta? hsS. ° mede 6 ° m ' C * 1CUl ‘ r ° lad ° e 0 ap6l<!m * d » d ° d - 

o' n ., <ie Um A efiui^tero inscrito mede 40m. Calcular o raio 

in n , j j Um 4 uadrado inscrito mede 50m. Calcular o raio 

ii n j j Um P entii g ono regular inscrito mede. 80m. Calcular o raio 

io n j Um ° ct6gono regular inscrito mede 20m. Calcular o raio* 

{ ■ X J um , d ecdgono regular inscrito mede 40m. Calcular o raio. 
i7 a<1 ?/ le u “ dodeedgono regular inscrito mede 60m. Calcular o raio 
14. O apdtema de um A equildtero inscrito mede 5m. Calcular o raio 
do pollgono e o lado. 

., 15> 0 apdtema de um quadrado inscrito mede 6m. Calcular o raio do 
pollgono e o lado. 

16. 0 apdtema de um pentdgono regular inscrito mede 7m. Calcular o 
raio do pollgono e o lado. 

. t, 7 - t) apdtema de um hexdgono regular inscrito mede 8m. Calcular o 
raio do pollgono e o lado. 

18. O apdtema de um octogono regular inscrito mede 9m. Calcular o 
•raio do pollgono e o lado. 

• j 9 ' ® apdtema de um deedgono regular inscrito mede 10m. Calcular o 

raio do pollgono e o lado. 

20- O apdtema de um dodeedgono regular inscrito mede 12m Calcular 
o raio do pollgono e o lado. 

21. 0 lado de um A equildtero inscrito mede Vl 200. Calcular o raio 

o apotema e a altura do A. f 

22. O raio de uma O mede 16m. Calcular o peri metro do A equildtero 
circunscrito. 

23. 0 lado de um A equildtero circunscrito mede 12m. Pede-se o raio 
e o apotema. 

24. 0 lado de um quadrado inscrito mede Vb?8- Pede-se o raio. 

25. 0 lado de um quadrado inscrito mede ^20. Pede-se o raio. 

26. 0 lado de um pentdgono regular inscrito mede V§0. Pede-se o raio. 

27. 0 lado de um octdgono regular inscrito mede ^4 0. Pede-se o raio. 

28. 0 lado de um deedgono regular inscrito mede V|0. Pede-se o raio. 

29. 0 lado de um dodeedgono regular inscrito mede ^60. Pede-se o raio. 

3°. 0 lado de um quadrado inscrito mede ^18. Calcular o penmetro 
do quadrado circunscrito. H 

31. O raio de uma O mede 12m. Calcular o lado e o apdtema do hexd- 
gono regular circunscrito. 

32. O lado de um octogono regular inscrito mede 24m; calcular o lado 
do octogono regular circunscrito. 

33. Em uma mesma O estao inscritos um hexdgono regular e um A 
equildtero. A soma dos perfmetros dos dois poligonos 6 igual a 50m Pede-se 
o raio. 
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34. Calcular o perimetro de um quadrado cuj a diagonal e o apotema de 
“ e : 4 :S » 

metro do decdgono regular inscnto na mesma Q. ^ n . 

37 . Uma corda de 15m estd situada a 12m do centre de uma O. Cal- 

CUla 38 1 ^ < diagoiS^de^m^qua^radolnscHto r mSe C 15m. Calcular o lado de 

“ Mo mede V* ChMW 

° ra *40 ^Em uma O^inscreve-^^m A^ecpiiTatero e eircunscreve-se outro A 
tambdm equiMtero. Calcular o raio, sabendo que a soma dos dois penmetros 

m ‘i°N . B be A d te4gn“taT5 kdo'do'q’uS.d? ABCD™ Li represented! . . 

convexo. Calcular o lado do quadrado, sabendo que a soma dos perimetro 
do, dois P»ljf d ^/ u *XxS B „n» regular Merit. mede 5m. Calcular o lado 

d ° ^oTad^'um'^i^rirmed; 5m. Calcular o Mo do herig.no 

regular inserito na mesma O. Ooienlar n lado do A 

45. O lado de um quadrado inserito mede 8m. Calcular o lado no 4a 

equil&tero inserito na mesma O. 



CapItulo XI 


I 

O Comprimento da Circunferencia 

106. Definigao do comprimento de uma circunferen- 
cia. E’ evidente que um segmento retilineo AB e um segmento 
curvilineo CD nao podem ser iguais, visto que nao 6 possivel 
faze-los coincidir. ’ Entretanto, podem ser equivalentes, isto 6, 
podem ter o mesmo comprimento. A dificuldade, porem, consiste 
em determinar o comprimento do segmento curvilineo. 

Ja aprendemos (E.M.S.Y.) em que consiste a medigao direta 
ou indireta de uma grandeza. Um segmento retilineo pode ser 
medido diretamente; ja nao acontece o mesmo com um segmento 
curvilineo, visto nao ser possivel aplicar sobre ele as conhecidas 
unidades de comprimento. 

Vimos tambem (E.M.P.V.§28) como se poderia medir di-* 
retamente o comprimento da O, construindo um segmento re- 
tilineo MN que 6 a circunferencia retificada ou a retifica- 
gao da circunferencia. 0 processo entao indicado 6, por6m, 
moroso e de resultados pouco precisos. 

Yamos ap render agora o metodo racionai para calcular o 
comprimento de uma O. 

Chama-se limite de uma variavel x, que cresce ( ou decresce ) 
de um modo continuo, um numero constante L, do qual a variavel 
x se aproxima cada vez mais, sem nunca atingi-lo, e de modo que 
a dijerenga L - x possa tornar-se e permanecer menor de que qual- 
quer numero dado, por muito pequeno que. este seja. 

E dizemos, neste caso, que a variavel x tende para o limite L. 

Se dividirmos uma O em n partes iguais e unirmos os pontos 
de divisao, formaremos um poligono regular inserito. (§101) 
Construido este poligono, se, na mesma O, inscrevermos poligonos 
regulares com 2 n, 4 n, 8 „, etc., lados, o perimetro de cada um 
destes poligonos vai aumentando constantemente, como e facil 
provar, e podemos entao induzir que, sendo n bastante grande, 
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o contorno do pollgono tende a confundir-se com a O. Soxnos 
entao levados & seguinte 

Definigao. Chama-se comprimento de uma circ.unfe- 
rencia, o limite para o qual tende o perlmetro de um pollgono 
regular convexo inscrito ( ou circunscrito) quando se duplica inde- 
jinidamente o numero de lados deste pollgono. 

107. Relagao entre a circunferencia e o diametro. Duas 
circunferencias quaisquer sdo proporcionais aos sens raios ou aos 
sens diametros. 

Consideremos duas © quaisquer, c e c' cujos raios sao r e r' . 
Inscrevamos, em eada uma, um pollgono regular com n lados. 
Sejam pep' os perfmetros destes dois poligonos; a e a' os res- 
pectivos apdtemas. Os dois poligonos, sendo regulares e com o 

mesmo numero de lados, sao semelhantes; logo -4— — — — (I) 
'■ p' a' 

Duplicando o numero de lados dos dois poligonos, a rela- 
gao (I) continua a existir entre os poligonos de 2 n lados cada 
um. Duplicando o numero de lados dos segundos poligonos, os 
terceiros poligonos que assim se formam, com 4 n lados, conti- 
nuant a ser semelhantes e, portanto, ainda teremos — = — • 

p' a' 

Mas, a medida que vamos duplicando o numero de lados dos dois 
poligonos, seus perlmetros aumentam constantemente, tendendo 
a confundir-se com as duas ©, seus apotemas tambem aumentam 
constantemente, tendendo a confundir-se com os raios das duas ©, 
e a relagao (I) continua sempre a existir. No limite, isto e, quando 
n se torna infinitamente grande, os perlmetros pep' se confundem 
com as © c e c', os apotemas se confundem com os raios r e r' e a 

C 7* T 4jV 

relagao (I) toma a forma Sendo — - = — — e sendo 

c r r 2 r 

2 r e 2r' iguais, respectivamente a d e- d' (diametros), teremos 
c r d 

—^T = ~ ~^T’ 9 u e e justamente o que querlamos provar. 

Do exposto tambem se conclue que duas © sao duas figuras 
semelhantes, porque podem ser consideradas como os limites de 
dois poligonos regulares, com o mesmo numero de lados, numero 
6ste que aumenta indefinidamente. 
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^ J° roMri0 ; A Tazf2 ° mtre uma circunferencia qualquer e o 
■ seu diametro e constante. 


Com efeito, sendo c e c' duas © cujos raios sao r e r', j& vimos 



Se a razao entre c e d 6 igual a razao entre c' e d', segue-se que a 
razao entre uma O qualquer e o seu diametro 6 constante. Esta 
razao 6 um numero irracional que se representa pela letra grega Tf. 
O valor de If, com sete algarismos decimais 6 3,141592 6 Na 
pratica damos a If o valor 3,1416. (*) 

i Ah T ® orema - 0 comprimento de uma circunferencia 4 igual ao 
ddbro do raio multiphcado por Tf. J 

Com efeito, desde que a razao entre a O e o diametro 6 igual 
a If, teremos: e’=1fxd.\ C=TfX2r. 

~C = 2 Tf r~ 

108. Calculo de Tf. Da relagao C = 2Tfr, deduzimos- 
Vejamos agora como determinar o valor de Tf, com uma 

? nsideremos uma ° -*• & -«• * t 

ir c 

T “ T • © , 

Isto p6sto se pudermos caleular o comprimento de uma O 
cujo raio seja 1, a relagao (2) nos diz que o valor de Tf sera a 
metade do comprimento desta O. 1 

m f , c ^? nS1 ' derem ?f , d j is polIgonos regulares convexos, com o 
numero de lados, (podem ser 6 lados) um inscrito e o outro 
circunscrito a O cujo raio 6 1 . Representando por p 6 e P 6 res- 
pectivamente, os perlmetros destes dois hexdgonos regulares, (**) 

ap "irjs: ■« — ■ 
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sendo pc o perimetro do inscrito, eP 6 o perimetro do circunscnto, 
acharemos: ^ _ 6 ,0000 P& = 6,928 2 

Observexnos desde ja que o comprimento da O esta compre- 

endido entre pc e P6 isto e, P6 > O > pc- (§ ) q 

e Pe sao dois valores aproximados do comprimento da O, o pr 

meiro por falta e o segundo por excesso. 

Isto feito, calculemos agora os perimetros dos pollgonos 
inscrito e circunscrito a mesma O, porSm com numero duplo de 

lados lsto ^e, J2^ ^ ^ 0r&) para ca lcular pn calculamos em 

primeiro \ugar o lado deste poligono (§105, f6rmula B) e multiplica- 
mos o resultado por 12. E para calcular P 12 , calculamos prehmmar- 
mente o lado do poligono regular inscrito com 12 lados Qd o temos 
1 1 1 v em seguida, calculamos o lado do poligono regular 

drouSfscrito com o mesmo nimero de lados (§105, f6rmula C)1 fmal- 
mente, multiplioamos tete resultado por 12, e teremos Pis. Acha- 

remos: pi2 = 6,2116 P 12 = 6,430 8 

E, como acima, podemos concluir que: 

6 211 6 < comprimento da O < 6,430 8 
( raio — 1) 

Continuando o nosso trabalho, calculemos os poligonos ins- 
crito e circunscrito a mesma O, tendo, respectivamente, 24, , 

Q6 192 lados. Os resultados obtidos serao os segumtes. 

’ p 24 = 6,265 2 P 24 = 6,319 2 

Vi8 = 6,278 6 Pis = 6,292 0 

HI = 6,282 0 P 96 =' 6,2854 

P 192 = 6,282 8 Pi 92 = 6,283 6 

E podemos concluir que: 

6 282 8 <• comprimento da O < 6,283 6 
{raio = 1) 

Ora, 6,283 6 - 6,282 8 = 0,000 8. 

Portanto, a O cujo raio 6 igual a 1 mede 6,283 com erro 
inferior a 0,001 por falta. Donde resulta que: 

Q _ 3 (com erro inferior a 0,001 por falta) 

9 ’ 
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E, em virtu de da relagao (2): 

Ip _ 3141 (com erro inferior a 0,001 por falta) 

O m6todo que acabamos de expor, para calcular Tj , e chamado 
metodo dos perimetros. 

Observacao. Em Matemdtica Superior aprende-se a calcular If de um 
modo, muito mais simples e rdpido, e aprende-se tambem que este numero 
6 irracional. 

109. O comprimento de um arco de circulo. Seja l 
0 comprimento de um arco, em metros; seja n a sua amplitude, 
em graus ou grados; seja r o raio do arco. Vamos estabelecer as 
relagoes que ligam l, n e r. 

A amplitude do arco 6 dada em graus; a O mede 2 T| r e tern 
360 graus. Podemos pois estabelecer que: 


arco de 1° 


arco de V = 
arco de 1" = 


2Tf r 
360 
2Tf r 
21 600 
2Tf r 

1 296 000 


1: 1 

180 
If r 

10 800 
If r 

648000, 


' 

l = 

’.<1 = 


Tf rn 

~m 

If rn 

10 800 
If rn 
648 000 


(n graus) 


{n minutos) } 
(n segundos) [ 


Se a amplitude do arco e dada em grados, as operagoes se 

simplificam. 2Tfr Tfr 

0 arco de um grado mede ■ — ou -^qq 4 


0 arco de n grados mede 


(E.M.S.V. § 27) 


Exemplo. Qual o comprimento de um arco com 34,526 
grados, em uma O cujo raio mede 10m? 

T]* m 3, 141 6 X 10 X 34,526 
Solugdo. I = — = ^ 

l = 0,157 08 X 34,526 = 5,423m 

Exercfcios em classe 

1. 0 raio de uma O mede 10m. Quanto mede o lado do A equilatero 

inscrito? E o arco que fete lado subtende? 

2. Em uma O cujo raio mede 20m, qual a diferenga entre o eompri- 
mento do lado do quadrado inscrito e o do arco que este lado subtende 

3. O lado de um hexagono regular inscrito e o arco que ele subtende 
tem o mesmo comprimento? Se o raio da O mede 40m, qual a diferenga entie 
os comprimentos dessas duas linhas? 




110. O radiano. Para medir angulos existe uma terceira 
unidade, o radiante, de larga aplicagao em Matematica Superior. 

Dois arcos sao semelhantes quando correspondem a angulos 
centrais iguais em circunjerencias com raios dijerentes. Portanto, 
dois arcos semelhantes tern a mesma amplitude. 

Teorema. Dois arcos semelhantes sdo proporcionais aos seus 
raios. 


Sejam l e l' os comprimentos de dois arcos semelhantes, 
r e r' seus raios, e n a sua amplitude. Podemos escrever: (§109) 
Tfrn J E dividindo estas duas igualdades, mem- 
^ = j SO 1 bro a membro, teremos: 

('=4^-1 IT = 4 C.Q.D. (1) 


Alternando os termos da proporgao (1) resulta: 

— = L 

r r' 


( 2 ) 


A proporgao (2) significa: 

Dado um Z central A, o comprimento do arco correspondente 
pode variar, de acdrdo com o raio deste mesmo arco ; entretanto, a 
razao entre o comprimento do arco e o do raio e invariavel. 

Represen tando esta razao por a (*), escreveremos: 

l 

« = — (3) 

r 

Assim pois, o mimero a pode ser adotado como medida de 
um Z central A, isto 4, um Z central A e medido num&rica- 
mente pela razao entre o comprimento do arco correspondente e 
o do raio dkste mesmo arco. 

Observacao. 0 ndmero a 4 abstrato, por ser a razao entre dois compri- 
mentos. , 

Exerclcios em classe. Supondo r — 10 6 conveniente, antes de prosse- 
guir esta ligao, que os estudantes determinem o valor de a para A centrais 
com 15°, 24°, 48°, 70°, 85°, etc.. 

Vejamos agora qual a condigao para que tenhamos a = 1 
isto 4, qual a unidade angular neste novo sistema de medir A. Ora, 

(*■) a, primeira letra do alfabeto grego, que se IS alja ; corresponde ao a 
portuguSs. 
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para termos « = 14 necessario que, na equagao (3), tenhamos 
t = r. Portanto, 

A, unidade angular 4 um angulo central cujo arco correspon- 
clente e igual ao raio deste mesmo arco. 

Esta unidade 4 chamada radiante. (*) 

Voltando a equagao (3) e fazendo o raio igual a 1, isto 4 

tomando o raio de uma O como unidade de comprimento! 
teremos 

a = l 

isto 4, o mesmo numero mede o angulo central e o arco que Ihe cor- 
responde. 

Quando o Z central 4 um radiante, o arco que lhe corres- 
poncho g chamado radiano* Donde a SGguintc 

, ^ e f inis ao . Ena uma circunferencia cujo raio 

e tornado como unidade de comprimento, o radiano 
e um arco cujo comprimento e igual ao do raio. 

^^?f rva ^ ao * sabido que, um Z central e o arco correspondente 

resneTtivamentp n T7 n6mer °’ ^ QUe aS unidades escolhidas sejam 
respectivamente o zL reto e o quadrante. 

Do mesmo modo, medmdo um Z central em radiantes e o arco cor- 
respondente em radianos, os^ ndmeros resultantes serao os mesmos. Eis 
porque, na pr&tica adota-se indiferentemente o radiano para medir A 
centrais e os arcos correspondentes, nao se fazendo uso do radiante. 

. . ° sls . tema Que acabdmos de expor, para medir A e arcos 4 chamado 
sistema circular, O simbolo do radiano 6 rd. 

Medir um arco em radianos 4 determinar o seu comprimento 
tomando como unidade o raio da O ao qual o mesmo arco per- 
tence. Um arco mede 3,375 radianos; isto significa que o compri- 
mento do arco 4 igual a tres raios (da mesma O) e mais 375 mi- 
lesimos do mesmo raio. O arco central correspondente medira 
3 radiantes e 375 mi!4simos do radiante. 

,. A , 9j? ede 2T Tu tomando como unidade o prdprio raio, ela 
medira 2TT ou 6,2832 radianos. 

Tomando como unidade o radiano, resultam, para certos 
arcos da O, as medidas seguintes: 

( ) franeisco Severi, Elementos de Geometria, vol. II, p&g. 94. 
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arco de 360° = 2Tf = 6,2832 radianos 
„ „ 180° = Tf = 3,1416 „ 

„ „ 90” = i “ 1 - 5708 ” 


1° = -3L = 0,0174 
” ” 180 

A razao de duas grandezas homogeneas 6 igual a razao . dos 
numeros que as representam, desde que ambas sejara medidas 
com a mesma unidade. (E.M.T,V.§ 147) 

Portanto, a razao de duas grandezas homogeneas e indepen- 
dente da unidade com a qual as duas grandezas foram medidas. 
Isto posto, consideremos um arco AM, cuja medida em graus 
seja n ; em grados, g\ em radianos, rd. Consideremos um segundo 
arco AB, igual a metade de uma O. A definigao acima nos per- 
mite escrever:: 

AM n g rd. 

~ AB~ = 180° ~ 200 E ~ T 

Com as razoes do grupo (A), dada a medida de um arco em 
uma das tr£s unidades conhecidas, podemos converte-la em outia 
das mesmas tres. 

Problema I. Quantos graus mede um radiano? 

n ° i rd • = J_ • n = ^ = 57°17'44",80. . . (*) 

180° Tf ' ‘ 180° Tf. ’ m 

Problema II. Quanto mede, em grados, um arco de 50° ? 

50 ° = • g - 200 X5 - = 55 E ,5555 

180° 200 E ‘ ’ 180 

Problema III. Quando mede, em radianos, um arco de 60° ? 

6Q° _ ■ r d = = — = 1,047 radianos 

180° T ' 180 3 

Problema IV. Quanto mede, em radianos, um arco com n°f 
= It • rd = X X n 


55 E ,5555. 


= 1,047 radianos 


. rd - 


(*) Para calcular n, fizemos Tf 


3,141 592 6 
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Exercicios. S4rie XLIX 

1. Calcular o comprimento de uma O cujo raio mede 15m. 

2. Calcular o comprimento de uma O cujo raio e igual ao lado de um 
quadrado inscrito numa O cujo raio mede 3m. 

3. Calcular o raio de uma O cujo comprimento 6 de 7,5m. 

4. Calcular o raio de uma O cujo comprimento 6 igual ao perimetro 
de um hexdgono regular inscrito em uma O cujo raio mede 7m. 

. 5. Calcular o raio de uma O cujo comprimento e igual ao perimetro 
de um A equildtero inscrito em uma O cujo raio mede 5m. 

6. 0 raio de uma O mede 15m. Calcular o comprimento de um arco 

de 32 graus. . 

7. 0 raio de uma O mede 2,5m. Calcular o comprimento de um arco 

de 27°24'. 

8. O raio de uma O mede 3,2m. Calcular o comprimento de um arco 
de 42°13'25". 

9. O raio de uma O mede 2,5m. Calcular o comprimento de um arco 

de 48°20'30". . ' A , 

10. 0 diametrp de uma O mede 36m. Pede-se o comprimento de um 

arco de 36,45 grados. . , 

11. O diametro de uma O mede 15m. Pede-se o comprimento de um 
arco igual a 0,7 do quadrante. 

N. B. Calcular, em primeiro lugar, o comprimento da O, e dividir o 
resultado por 4; o quociente representard o comprimento do quadrante. Em 
seguida, uma regra de tres simples resolverd o problema. 

12. O diametro de uma O mede 24m. Pede-se o comprimento do oitante. 

13. O diametro de uma O mede 8,4m. Calcular o comprimento de um 
arco igual a 0,35 do oitante. 

14. O comprimento de um arco com 37°25 , 36 ,/ 6 igual a 400m. Pede-se 

o raio do arco. , 

15. O comprimento de um arco com 45° 6 600m. Pede-se o lado do 
hexdgono regular inscrito na O ao qual pertence o arco dado. 

16. 0 comprimento de um arco com 36 g 6 8,5m. Pede-se o raio do arco. 

17. 0 comprimento de um arco com 15 0 21'25' 6 igual a 15Tf (metros). 
Pede-se o raio. 

N. B. Neste exercicio nao se deve substituir Tf pelo seu valor 3,1416. 

18. Em uma O com 15m de raio, toma-se um arco com 13,6m. Calcular 
o ndmero de graus deste arco. 

19. Em uma O com 36m de raio, toma-se um arco com 42m. Calcular 
o ntimero de grados deste arco. 

20. O raio de uma O mede 45m. Um arco AB desta O tern um com- 
primento igual a 15/4 de If (metros). Calcular o numero de graus dfiste arco. 

N. B. Neste exercicio nao se deve substituir Tf pelo seu valor 3,1416. 

21. O raio de uma O mede 7,5m. Um arco AB desta O tem um compri- 
mento igual a 12/5 de Tf (metros). Calcular o numero de grados deste arco. 

22. Calcular o raio de uma O cujo comprimento 6 igual a 36Tf (metros). 
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23. - Dois arcos AB e CD tem o mesmo comprimerito O arco AB 

23*10' e o arco CD, 15-20'. Sendo o raio do arco AB igual a 3,5m quanto 
mede o raio do arco CD? M 

24. Dois i arcos AB e CD, com o mesmo numero de graus, medem res- 
pectivamente 27m e 45m. Se o raio do arco AB mede 12,6m, quanto mede 
o raio do arco CD? 

„ , 2 \ / )ois j lrcos AB ecp» ? om o mesmo raio, medem respectivamente 

3,1m e 4,2m.. Se o arco AB tem 18°15', quantos graus tem o arco CD? 

26. Dois arcos AB e CD torn o mesmo comprimento. O raio do arco 

AB mede 15m e o raio do arco CD, 24m. Se o arco AB tem 42°20' quantos 
graus tem o arco CD ? ’ M 

27. Em uma O cujo raio mede 3,5m, inscreve-se um hexagono. Calcular 
a diferenga entre o comprimento da Oeo perlmetro do hexdgono. 

2i? - Em uma O cujo raio mede 4,2m, inscreve-se um A equildtero. 
Calcular a diferenga entre o comprimento da O e o perimetro do A. 

29. O apotema de um hexdgono regular inscrito mede 5,2m Calcular 
o comprimento da O. 

30. O apbtema de um A equildtero inscrito mede 2,2m. Calcular o 
comprimento da O. 

31. A altura de um A eqilHdtero inscrito mede 15m. Calcular o com- 
primento da O. 

32. O perimetro de um hexdgono regular mede 324m. Calcular a di- 
ferenga entre os comprimentos das © inscrita e circunscrita ao mesmo hexagono 

* l 3 o' T a ° Cl ! j ° raio , mede 20m > existe um setor (§116), cuja base 
tem 27 . Calcular o perimetro do setor. 

34. O perimetro de um setor circular mede 80m e a base tem 45° Pede- 
se o raio do setor. 

35. Em uma O cujo raio mede 35m, tem-se um segmento (§116) cujo 
arco tem 36°. Calcular o perimetro do segmento. 

36. Determinar os raios de duas © concentricas, sabendo que a dife- 
renga entre os comprimentos de ambas e 3,6m e que a soma dos raios e 15m. 

37. Sao dadas duas © concentricas. Traga-se na maior uma corda tan- 
gent* menor. Esta corda mede 40m e o raio da O menor mede 10m Cal- 
cular o comprimento da O maior. 

38. Sao dadas duas © concentricas. Traga-se na maior uma corda 
tangente a menor. Esta corda mede 50m- e o raio da O maior mede 120m 
Calcular o comprimento da O menor. 


I 

i 
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Areas das Figuras Planas 


d ° , ret * n S u1 ?- Nem sempre duas superficies 
planas limitadas podem comcidir inteiramente; entretanto po- 

vakntes & meSma drm ’ neste caso ’ nao sao i( Juais, mas sao ’eqiii- 

A avaliagao direta de uma area 6 problema muito diflcil e 
as vezes, impossivel. A avaliagao das areas se faz sempre indireta- 
mente medjante o emprego das relagoes que existem entre os 
elementos da figura cuja area se quer avaliar, relagoes estas cujo 
estudo constitue, em ultima analise, o objeto da Geometria. 

Teorema. A razao das dreas de dois retdngulos que tem a 
mesma base, e igual d razao de suas alturas. 

_ Sejam 08 retdngulos It e R' (fig.64) cujas bases AB e A'B' 
sao iguais, e cujas alturas AC e A'C' sao diferentes. Admitamos 
que as duas alturas tem uma medida 
comum, a qua] esta contida 5 vezes C, — £ — 

em AC e 2 vezes em A'C 7 . Entao — 

AC 5 

A 'n' — o~ (I)- Pelos pontos de di- , 

• « ————— Gr- ■ ■■— 

visao tracemos || as bases dos dois D E d' 

retangulos; estes ficarao divididos A* — -- — Jb A* — H—Jjy 
respectivamente em 5 e 2 retangulos, p- 

todos iguais, porque tdm a mesma lg ' 

base e a mesma altura. Tomando um destes retangulos, ABED 
ou u, para unidade de area, teremos: R = 5u e It' = 2u 
R 5 . . 

jj/ 2~ Compai'ando (I) e (II) teremos: 

A _ AC 

r/ A'C/ C.Q.D. 
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Se as duas alturas sao incomensuraveis, e facil provar (E.M. 
T V. § 150) que, mesmo neste caso, o teorema contmua a subsistir. 
Corolario. A razdo das areas de dois retdngulos que tem a 

mesma altura, e igual a razao de suas bases. rr , OC!Trin . 

Para provar este corolario e bastante considerar os mesmo, 
retangulos R e R', dizer que os lados AB e A B sao as aituras e 
que AC e A'C' sao as bases, o que e permitido, porquanto a base 
de urn retangulo e qualquer um de seus lados e a altura e o lado 

consecutivo. 

Corolario. As areas de dois retdngulos quaisquer sao propor- 
tionals aos produtos das bases pelas alturas. . 

_ _ Consideremos dois retangulos quaisquer R e 

J | Jt' tendo por bases e alturas, respectivamente, 

i R 6 a I b e h b' e h'. Consideremos um terceiro re- 

! R/ b' h' \ tangulo R", cuja base seja igual a base do re- 

! R" b h' ! tangulo R, e cuja altura seja igual a altura do 

! retangulo R'. 

Comparando os retangulos R e R , teremos. 


Comparando os retangulos R' e R , teremos. 

R ' _ ( 2 ) . 

R" b 

E dividindo membro a membro (1) por (2) resulta: 

R _ JbL C.Q.D. 

R' b'h' 

Por exemplo, dados dois retangulos R e R', se a base e a 
altura do retangulo R sao b e h, se a base e a altura do retan- 
gulo R' sao 3b e 5h, entao a area do retangulo R e igual a 1 
vezes a area do retangulo R. Com efeito, 

R _ bh . _R_ = bh . R _ _L , • . R' = 13R. 

"R 7 _ 36 X 5h ' R' 155/i ’ R/ 15 


R' = 15R 


Teorema. Tomando como unidade de drea, o quadrado cons- 
truido sobre a unidade de comprimento, a drea de um retang u o 
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e igual ao comprimento da base multiplicado pelo comprimento da 
altura. 

De acdrdo com o teorema anterior, temos: 

R bh b_ h 

' R' b'h' b' X W 

Admitamos que o retangulo R ; 6 um metro quadrado; 
entao b' = 1 metro, h' = 1 metro, e teremos: 

R = h 

lm 2 lm lm 

isto 6, a drea do retangulo 6 igual ao numero que representa o 
comprimento da base, multiplicado pelo numero que representa o 
comprimento da altura. Abreviadamente se diz que a drea de um 
retdngulo e igual ao^produto da base pela altura, locugao errada, 
pordm aceitavel, desde que se conhega o seu verdadeiro sentido. 

Corolario. A drea de um quadrado e igual ao produto de um 
de seus lados por si mesmo. 

Com efeito, o quadrado 6 um retangulo cujos quatro lados 
sao iguais; portanto, a base 6 igual a altura; nestas condigSes, 
designando a area de um quadrado por s e o lado por l, teremos 
5 = 1 X ! ou s — Z 2 . E eis por que a segunda potencia de um 
numero d tambem chamada quadrado diste numero. 

112. Area do paralelogramo. Teorema. A drea de um 
paralelogramo e igual ao produto da base pela altura. 

Seja o O ABCD. Tomando BC como 

base, a altura sera a _L AE. Tracemos por D, •*- ? 

DF ± BC. A figura AEFD e um retangulo. \ \ 

(por que ?) Os A ABE e DCF sao iguais. (por / ! / ! 

que ?) Logo, o O ABCD e o retangulo AEFD LI 

sao eqiiivalentes. (por que?) Mas a area do ' 
retangulo AEFD 4 igual a AD X AE. Logo, s ~ 

drea O ABCD = AD X AE = BC X AE 


Exerclcios em classe 

1. Provar que as fireas de dois A7 com a mesma base sao proporcionais 

&s alturas. _ . . 

2. Provar que as dreas de dois Z17 com a mesma altura sao proporcionais 

&s bases. 



3. Provar que as Areas de dois Z17 quaisquer sao proporcionais aos pro- 
dutos das bases pelas alturas. 

4. Desenhar uma sArie de HI com a mesma base e com a mesma altura 
mas que nao sejam iguais 

113. Area do triangulo. Teorema. A drea do um tri- 
dngulo & igual d metade do produto dos numeros que medem a base 
e a altura do mesmo tridngulo. 



Seja o A ABC, de base BC e altura 
AD. Tracemos AE || BC e CE || AB. A 
figura ABCE 6 um O. (por que?) 0 A 
ABC 6 a metade d6ste O. (por que?) Ora, 

area EJ ABCE = BC X AD . ■ . 


Fig. 66 


Area A ABC 


BC X AD 


2 


Corolario. A drea de um losango e igual <1 metade do pro- 
duto das diagonals. (Ao cuidado do estudante) 


i Exerclcios em classe 

1. I rovar que as Areas de dois A com a mesma base sao proporcionais 
As alturas. 

2. Provar que as Areas de dois A. com a mesma altura sao proporcionais 
As bases. 

3. Provar que as Areas de dois A quaisquer sao proporcionais aos pro- 
dutos das bases pelas alturas. 

4. Desenhar uma sArie de A com a mesma base e com a mesma altura 

mas que nao sejam iguais. ’ 

5. Provar que os A desenhados de ac6rdo com o 4.° exercicio sao equi- 

valentes. ’ H 

6. Dois A ABC e A'B'C' sao tais que a base do segundo contAm 5 vezes 
a base do primeiro, e a altura do segundo contAm 6 vezes a altura do primeiro. 
Qual a razao das duas Areas ? 

, Problema I. Calcular a area de um 
A equilatero, em jungdo do lado. E’ dado o 
lado AB ou l e pede-se a area do A ABC. 

(fig. 67) fiste A sendo equilatero, a altura 
AD 6 tambem mediana. Para calcular 
a Area do A ABC, temos a base BC ou l, 
mas nao temos a altura. Aplicando ao A 
retangulo ABD, o teorema de Pitagoras, £ 

teremos: ‘ Fig. 67 
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h 2 = P - 


■ . h? = 


. ■ . h = 


Send ° 1 a tee d0 A ABC, e sendo a altura, h, igual 

& ~~ 2 ~ ’ teremos: 

drea A ABC = -L x 1 - 12 
2 A 2 4 

do 2%!°’ do ^ U Z A r e V 1Ater ° k « ual ^ quarta parte 

1,732 050 8 . ’ multiphcada pela rai Z de 3, isto e, por 

Problema II. Deduzir a formula para calcular_a drea de 
um A equilatero, em jungdo da altura. (drea = —l') 

gao dos°^ris m iad^ I \ C f mlara ^ Um A dualquer , .em jun- 
gao dos ires lados. Se tomarmos o lado a como base, a “altura 

relativa ao lado a sera — V p(p -)(p^)(p ( § 93) 

pela altui-a, “teremos) & metode d ° da base 

drea A ABC = {x«X f 

drea A ABC = ^W^P^Wd^c) 

Portanto conhecidos os lados de um A qualquer, sua 
area nos i dada pelo radical V p(jp - a)(p ~ b)(p - c). 

A emfuncdo 1 !^^ C ff lar r ,° ra \° de uma O inscrita em um 

inscTt/7% at/ S?jam £ ne fT° S ° A AB °’ * 3 ° 

pontos de contacto dos lados do A com A 

a O. Entao os raios OD, OE e OF sao A\ 

J§ respectivamente, aos tres lados do A ' / \ \ 

0ra > cr 1 ' 

area A AOB = — - 

drea A AOC = ~ /-\ r / 


drea A BOC = 


Fig. 68 
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Somando as tres igualdades, chamando s a area do A ABC, 
designando o perimetro do mesmo A por 2p, teremos. 

r(a + b + c) . 2pr^ . = . r = ± . • . 

j? . . o 4 rr\ 

* 2 


I p{p - a)(p — b)(p ~jc) 


Portanto, o raio de uma O inscrita em urn A 6 igual ao quo- 
ciente da area do A pelo semiperimetro do mesmo A. 

Problema V. Calcular o raio de uma O ' cucunscrita 
um A, em jungdo dos 3 lados. Ja foi resolvido. (§96) 

114 Area do trapSzio. Teorema. A area de um trapezia 
,ua k uer & i g ual ao produto 

A B BE do trapdzio ABCD. A diagonal AD 

f\ divide o trapSzio em dois A: A ABD e A 

M -\n ACD. Tomando o lado AB do A ABD, 

/ \\ por base do mesmo A, a altura sera BE; 

£ — " £ p tomando o lado CD do A ACD, por base 

Fig. 69 do mesmo A, a altura sera BE. Ora, 

Area A ABD = X BE; Area A ACD = - X BE . ' . 

Area ABCD = BE ( ^ = - B -+— L> x BE 

Exercicio. Provar que a drea de um trapezio e igual ao pro- 
duto da mediana ou base media MN pela altura. 

Para obter a area de um quadrilatero qualquer ou de um 
poligono irregular, decompoe-s e a figura em A,_c_avalia-se a area 

de cada A, pela fdrmula s = Vp(p - «)(P _ b )(P ~ c )- 

115. Area do poligono regular. Teorema. A area de 
um poligono regular 6 igual a metade do produto do perimetro do 

P ° iiff Ssideremof e um poligono regular com n lados. (fig. 70) 
Tragando todos os raios do poligono, ele fxcara decomposto em 
n A iguais. (por que?) Tomando como bases destes A os la- 
dos do poligono, todos eles terao a mesma altura OM, (por 


area ABCD 


X BE 


i 
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que ?) que 6 tambem o- apotema do poli- 
gono. Ora, 

AR 

Area A ABO = X OM 

Zt 

AB 

drea poligono = n X — X OM = 


n X AB X OM 
2 


perim. X apot. 

2 



Fig. 70 

A drea de um clrculo 


116. Area do circulo. Teorema. A drea de um clrculo 
e igual ao quadrado do raio multiplicado por Tf . 

Yoltando ao teorema anterior observemos que, duplicando o 
numero de lados do mesmo poligono, duplicando o numero de 
lados do novo poligono, e assim sucessivamente, teremos sempre: 


drea poligono = 


perim. X apot. 


Mas, levando a duplicagao dos lados do poligono ate o infi- 
nite, isto 6, fazendo n infinitamente grande, o perimetro con- 
fundir-se-d com a O, o apdtema com o raio, e teremos: 

comprim. da O X raio 2Tf r X r _ ^ 2 

drea do clrculo — — ^ = '» ' 

Exercicio. Demonstrar que as dreas de dois clrculos sao pro- 
porcionais aos quadrados dos raios. 

Teorema. A drea de um setor circular tern por medida 0 
produto do comprimento da metade do arco que Ihe serve de base, 
pelo comprimento do raio do mesmo setor. 

Chama-se setor circular a porgao de circulo limitada por dois 
raios e pelo arco que eles interceptam na O. Se dividirmos a O 
em 360 partes iguais e unirmos os pontos de divisao ao centro, o 
circulo ficara dividido em 360 setores, cada um de um grau. Ora, 

Tf ^ 

se a area do circulo 6 Tfr 2 , a area do setor de um grau 6 e 


a area do setor de n graus 6 

If™ x „ 


1]" r 2 n 


Tf m w r 
180 X ~2 


agora que 
( § 109), teremos: 


6 o comprimento l, de um arco de n graus 


area setor = 1 X 


2 
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f Teorema. A. area de um segmento circu- 

lar tem por medida a metade do produto do 
raio, pelo excesso do arco do segmento sobre a 
semicorda do arco duplo. 

Chama-se segmento circular a porgao de 
clrculo compreendida entre um arco e a corda 
correspondente. Na fig. 71 o segmento circu- 
lar 4 a porgao haehuriada. Representa-lo-emos 
por ABN. A corda AB subtende o arco ANB, 
" do segmento; a corda BB' subtende o arco 

Fig. 71 BAB' que 4 o dobro do arco ANB. Se AB 
o lado de um pollgono regular do qual sabe- 
mos calcular o lado AB e o apotema OM, nao necessitamos do 
teorema enunciado para calcular a area do segmento. Com efeito, 

drea segmento ABN = drea setor AOB - area A AOB . • . 

, , * t)at arco AB X OA AB X OM* , . 

drea segmento ABN = — (i) 

2 2 

Mas, se AB nao 4 q lado de um pollgono regular, entao, de 
ac6rdo com a formula (1), teremos: 

, j * "D at arco AB X OA BD X OA 

drea segmento ABN = 

2 2 

, . . T) . T OA ( arco AB — BD) , , 

area segmento ABN = — — ' (2) 

r 2 

resultado 4ste que demonstra o teorema inicial. 

Entretanto, somente a Trigonometria nos permitira calcular 
BD, para ser posslvel, em seguida, calcular a area do segmento 
ABN. 

Observa?ao. A fdrmula (2) pode ser aplicada em qualquer caso. 
Exercicio. Provar que as areas de dois setores semelhantes 
sao proporcionais aos quadrados dos raios. Dois setores sdo seme- 
lhantes quando sens A centrais sdo iguais. 

, Exercicio. Coroa e a porgao de superjlcie plana limitada por 
duas © concentricas. Representando o raio da O maior por R, 
o da menor por r, e a area da coroa por s, provar que s= Tf (R 2 -r 2 ). 

117. Com para gao de areas. Teorema. As dreas de dois 
tridngulos que trim um angulo igual ou suplementar sdo propor- 


area segmento ABN 
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porcionais aos produtos dos lados que compreendem A 
esse dngido. K 

y caso - Os A ABC e ADE t&n um Z igual, A. 

Entao podem ser colocados como se v4 na figura 72. / A' \ 

Unamos E com B e comparemos os A ADE e ABE. \ 

Tomando como bases os lados AD e AB, ambos B C 

t4m a mesma altura, isto 4, a _L d AB tragada Fig ‘ 72 
por E; logo, suas dreas sao proporcionais ds bases e teremos: 

drea A ADE AD 
drea A ABE ~ AB 

AO ?Z Pa S m0S 09 A ABE e AB °i tomando como bases AE e 
AD, ambos t4m a mesma altura, isto 4, a J_ a AC tragada por B- 

logo, suas dreas sao proporcionais as bases e teremos: 

, drea A ABC AC 

drea A ABE ~ AE 

Dividindo (1) por (2) resulta: 

drea A ADE _ AD X AE 

drea A ABC ~ AB X AC 9’ 

f ~ y, caso> 0s y ^BC e ADE um z suplementar. En- 
tao podem ser colocados como se v4 na figura 73. Unindo E 

13 com B e repetindo o que dissemos no l.° 

A caso, ehegaremos facilmente a tese. 

AA. \ Teorema. As dreas de dois tridngulos 

/ Ns s\e semelhantes sdo proporcionais aos quadrados 

f \ de seus lados homdlogos. 

L-‘‘ \ Sejam os A semelhantes ABC e A'B'C'; 

B C de ac6rdo com o teorema anterior, tere- 

Fig. 73 mos: 


Fig. 73 
drea AB C 
drea A'B'C' 


Mas 4 
ab a ' i 

ab a i 

a/1/ = o 7 X c 

dre a ABC 

drea A'B'C' 


= ~ vl. 
o' X b' 


Ora, 4 = — 
’ a' b' 


C. Q. D. 
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Problema. Se os lados homologos de dois A semelhantes 
estao entre si eomo 8 esta para 25, quantas vezes a area do maior 

contem a do menor? . , , , • 

Teorema. As dreas de dots 

A pollgonos semelhantes estdo entre si 

yyVv. , como os quadrados de seus lados 

_ / / \\ homologos. 

( \ 1 Sejam P e F dois P oli S° nos 

/ \ | j Y semelhantes. (fig.74) Pelos verti- 

/ \ / \ ces homdlogos A e A' tracemos 

r L__ \S n A/ I n' todas as diagonals posslveis; os 

dois pohgonos ficarao decompos- 
Fig. 74 tos em urn mesmo numero de A 


semelhantes, e semelhantemente dispostos. Isto pos to, teremos. 
ABC AB 2 j ACD _ CD 2 ! APE = _AE_ 

a 7 ! 7 ^ 7 ~ ~TW* ! a'C'D' ctd 72 j a,d ' e ' a 7 ! 72 

Em virtude da semelhanga dos dois. pohgonos, os segundos 
membros destas tres igualdades sao iguais. Logo, 

ABC ACD ADE . ABC + ACD + AD E_ = 
AJWC' = A^D 7 = A 7 D 7 E 7 ' ‘ ' A'B'C' + A'C'D' + A'D'E' 

ABC drea poligono P _ drea A ABC 
~ A'B'C 7 ’ ’ drea poligono P' area A A'B'C' 
drea A ABC AB 2 . area poligono P ‘ AB“ 


drea A ABC _ AB~ . drea poligono P = ~ _AB^_ 
Mas ’ drea A A'B'C' A 7 ! 72 " ’ drea poligono P' A'B' 2 

Teorema. As dreas de dois pollgonos regulares semelhantes 
estao entre si como os quadrados de seus raios on de seus apotemas 
Seiam PeP' dois pohgonos regulares semelhantes, p e p 
seus perfmetros, re/ seus raios, a e a' seus apotemas. C a- 
mando s e s' as areas dos dois pohgonos, ja sabemos que. 


pu, , 

•—2 S = 


s pa . « P v — ('ll 

(§115) -r = rv • • y- x w 


(.) ticstas igualdades, ABC, ABD, etc., represents, as Sreas dos A. 
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Substituindo em (1), teremos: . 

a a a s r . ,_r_ . -JL = — ou — = — 

7“ a! x a’ 0U s' J_ / ' Xa / • a' 2 s' r' 2 

Teorema. As dreas de dois segmentos semelhantes sao pro- 
porcionais aos quadrados dos raios. - 

Chamam-se segmentos semelhantes, os segmentos cujos A cen- 
trals sao iguais. A area de um segmento e a diferenga entre a area 
do setor correspondente e a area do A que este setor contem. 
Sejam set as areas do setor e do A cuja diferenga constitue.o 
primeiro segmento; sejam s' e f as areas do setor e do A cuja 
diferenga constitue o segundo segmento; sejam r e r os raios 
das duas ©. Ja vimos que: 

_ -I! p = — • ±=*=■±=■-4- . -. (E.M.S.V. §62,11) 


s — t r 2 . drea do l.° segm. _ r 2 

s' - t' ~ T 2 " ‘ ' area do 2.° segm. r' 2 

118. O teorema de Pitagoras. 0 quadrado construido sd- 
bre a hipotenusa de um tridngulo retangulo e equivalents a soma 
dos quadrados construidos sobre os catetos. 

Seja ABC o A retangulo (fig.75); 9 

sobre cada um de seus lados construa- ^ 
mos um quadrado e tracemos AM L /N. a/ 

DE; depois tracemos os segmentos IC , / 

e AD. 0 retangulo BDMN tern por JS. / 

area BD X BN e o A ABD tern 

"BD x BN 1 

por area — 5 logo, o retangulo ; . 

^ 'I 

BDMN 6 0 dobro do A ABD. O qua- • 

drado ABIH tern por area BI X BA e qtl' :M |e 


0 A IBC tern por area 


BI X BA. 


Fig. 75 


0 quadrado ABIH e 0 dobro do A IBC. Mas, os A IBC e ABD 
sendo iguais, o retangulo BDMN 6 eqiiivalente ao quadrado ABIH. 
Tragando os segmentos AE e BF provaremos de modo analogo 
que o retangulo CEMN e eqiiivalente ao quadrado ACFC. Eogo, 
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o quadrado BCED 6 eqiiivalente h soma dos quadrados ABIE 
e ACFG. 

Coroldrio. Se construirmos sobre a hipotenusa BC e os ca- 
tetos AB e AC, de um tridngulo retangulo, Ms pollgonos semelhan- 
tes, P, Q e R, teremos entre eles a relagao P=Q-fR. Com efeito 
os tres pollgonos sendo semelhantes, teremos: 


(§116, 3.° teorema) . 


JL - JL • ‘ _ p q + r 

BC 2 AB 2 AC 2 ' BC 2 AB 2 + AC 2 
Nesta ultima igualdade, os denominadores sao iguais; logo, 

P = Q + R 

Problema. Construir um A eqiiivalente a um poligono 
dado. Seja o poligono ABCDEA. Traga-se por A uma diago- 
E nal qualquer AD; per E tra- 

q&-se EF || AD; prolonga-se 


5 a-se EF || AD; prolonga-se 
at ^ 0 ponto F; os A ADE 
A e ADF sao eqiiivalentes porque 

'V. t6m a mesma base, AD, e suas 

V — a ^ uras sao iguais por serem 

B c ambas Js a base AD e limi- 

Fig. 76 tadas pelas || AD e EF; logo, 

o poligono ABCDEA e eqiii- 
valente ao quadrilatero ABCF. Neste quadrilatero traga-se a 
diagonal AC;, por F traga-se FH || AC; prolonga-se BC at4 en- 
contrar FH; os A ACF e ACH sao eqiiivalentes porque tern a 
mesma base, AC, e suas alturas sao iguais por serem ambas Js k 
base AC e limitadas pelas (| AC e FH; logo, o quadrilatero ABCF 
ou o pentagono ABCDE 6 eqiiivalente ao A ABH. 

Problema. Construir um quadrado eqiiivalente a um poligono 
dado. Transforma-se o poligono em um A; em seguida, constrdi- 
se a m6dia geomStrica entre a base do A e a metade da altura. 
ou entre a altura e a metade da base. 
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Exercicios. S6rie L. A area do triangulo 

N. B. Os comprimentos serao sempre calculados com erro inferior a 
um milimetro, e as 4reas com erro inferior a um centimetre quadrado. 

1. A £rea de um A 6 igual a 17,48m 2 . Sendo a base igual a 8 5m 

pede-se a altura. ’ 

2. Calcular a base e a altura de um A cuja drea e 47,36m 2 sendo a 
altura igual a 8/5 da base. 

3. Calcular a base e a altura de um A com 50m 2 de Area, sendo a base 
e a altura proporcionais aos numerbs 5 e 8. 

4. A base e a altura de um A sao iguais. Sendo a Area de 9,68m 2 
calcular a base e a altura. 

5. Calcular os catetos de um A retangulo cuja Area e de 17m 2 , sendo 
a hipotenusa igual a 9m. 

6. Calcular os catetos de um A retangulo cuja Area e de 15m 2 , sendo 
! a hipotenusa igual a 10m. 

7. A soma dos catetos de um A retangulo e 17m e a Area 6 de 31m 2 . 
Calcular os dois catetos. 

„ „ A diferenga entre os catetos de um A retangulo e 3m, e a Area 6 
om 2 . Calcular os dois catetos. 

9. Calcular os catetos de um A retangulo, cuja Area e de 80m 2 sendo 
os catetos proporcionais aos numeros 2 e 5. 

10. Um dos catetos de um A retangulo mede 12m e a hipotenusa, 17m. 
rede-se a Area do A. 

, , . dos catetos de um A retAngulo mede 12m, e a altura relativa 

a hipotenusa, 9m. Calcular a Area do A. 

12. Calcular a Area de um A equilAtero, cujo lado mede 15m, sem re- 
correr as formulas. 

13. A altura de um A equilAtero mede 12m. Calcular a Area. 

14. A Area de um A equilAtero A de 36m 2 . Calcular o lado. 

15. A Area de um A equilAtero A de 13m 2 . Calcular a altura. 

16. Calcular o lado de um A equilAtero cuja Area A V 363. 

17. Calcular a Area de um A equilAtero inscrito em uma O cuio raio 
mede 5m. 

18. Calcular a Area de um A equilAtero circunscrito a uma O cujo 
raio mede 5m. 

, O l^do do A equilAtero circunscrito a uma O A igual ao d6bro 

do lado do A equilAtero inscrito na mesma O. Os estudantes devem provar de 
um modo geral, e verificar pelos resultados dos exercicios 17 e 18; que a ra- 
zao das Areas dos dois A e 4. 

19. A Area de um A equilAtero inscrito A V 867? Calcular a Area de 
um quadrado inscrito na mesma O. 

a , equilAtero e um quadrado estao inscritos em uma mesma O. 

bendo a Area do A igual a 38m 2 , qual A a Area do quadrado? 

21. Calcular a Area de um A isosceles, no qual a base mede 3,2m e 
cada um dos lados iguais, 5m. 

22. A area de um A isosceles A de 42m 2 e a base mede 10m. Calcular 
o compnmento de um dos lados iguais do A, 
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23. O perimetro de um A isdsceles mede 15,6m. Sendo a base igual 

a 4,8m, pede-se a drea do A. , 

24. Em um A isdsceles, a base 6 igual k quarta parte de um dos lados 
iguais. Sendo o perimetro do A igual a 23,4m, pede-se a drea. 

25. Em um A ABC temos a = 2,3m, b = 3,4m e c = 5,6m. Pede-se 

a drea do A. . _ „ ~ , 

26. Em um A ABC temos a = 5,lm J 6 = 6,2m e c = 7,3m. Calcular 

o raio da O circunscrita. _ , . 

27. Em um A ABC temos a = 8m, b = 7m e c — 10m. Calcular o 

raio da O inscrita. „ , 

28. Em um A ABC temos a = 11m, b = 12m e c — 13m. Por cada um 
dos vdrtices do A ABC, traga-se uma || ao lado oposto, formando-se assim 
um A MNP. Calcular a drea deste A. 

29. Calcular a drea de um A cujos lados sao proporcionais aos ndmeros 

4, 5 e 7, sendo o perimetro igual a, 256m. ,, 

30. Em um A retangulo ABC, as projegoes dos catetos AB e AC sobre 
a hipotenusa BC, medem respectivamente 7m e 11m. Calcular a drea do A. 

Exercicios. Serie LI. A drea do quadrildtero 

1. Calcular as dimensBes de um retangulo cuja drea d de 60m?, sendo 

elas proporcionais aos ndmeros 3 e 8. , , 

2. Calcular as dimensBes de um retangulo que tern 23,6m de perimetro 

e 14m 2 de drea. . , ,. _ , 

3. Um retangulo tern 37m 2 de- drea. A soma das suas dimensoes e 

de 18m. Calcular as duas dimensoes. 

4. Um retdngulo tern 22m 2 de drea. A diferenga entre suas dimensoes 

6 de 15m. Calcular as duas dimensoes . , 

5. O perimetro de um retangulo mede 32,4m. O compnmento do 

retdngulo d igual a 7/3 da largura. Pede-se a drea. _ _ _ 

6. As dimensoes de um retangulo sao proporcionais aos numeros - e o, 

e a diagonal mede 16m. Calcular a drea. _ 

7. Calcular a drea de um retangulo inscrito em uma O cujo raio mede 
12m, sabendo -que a diferenga entre a base e a altura do retangulo e de 22m. 

8. A diagonal de um retangulo d igual a % da altura do mesmo retangulo. 
Sendo a drea igual a 300m 2 , pedem-se as duas dimensoes. 

9. Calcular a drea de um retangulo cuja diagonal mede 16m e cuja 

base mede 11m. „ , 0 . n • 

K). ( ) perimetro de um retangulo inscrito em uma U mede 80m. U raio 

mede 15m; pede-se a drea do retangulo. 

II As dimensBes de um retangulo sao 6,5m e 3,2m. A diagonal de um 
outro retangulo semelhante ao primeiro mede 50m. Calcular a drea do segundo 

retdngulo. . , . 

12. Calcular o lado de um quadrado equivalente a um retangulo cujas 

dimensBes sao 9,7m e 4,5m. 

13. A soma das dreas de dois quadrados 6 de 43,85m 2 e c.produto das 
diagonals e 42,64m-. Calcular o lado de cada um dos quadrados. 
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14. A soma da diagonal e do lado de um quadrado 6 igual a 30m. Cal- 
cular a drea do quadrado. 

15. SBbre a diagonal de um quadrado, constr6i-se um segundo quadrado. 
Sendo a soma das dreas dos dois quadrados igual a 1386,75m 2 , pede-se o lado 

do primeiro quadrado. _ 

16. Quanto mede o lado de um quadrado cuja drea 6 equivalente a de 

um A que mede 11,5m de base e 18m de altura? . , 

17. Quanto mede o lado de um quadrado cuja drea 6 eqihvalente a 
de um A equildtero cujo lado mede 5m? 

18. Um retdngulo mede 25m de base e 12m de altura. O lado de um 
quadrado mede 4,2m. A drea de um A 6 mddia gepmetrica das areas do re n- 
gulo e do quadrado Sendo a base do A igual a 12,35m, pede-se a a ura. 

19. 0 raio de uma O mede 1,5m. Calcular a drea do quadrado ms- 

crito e a do quadrado circunscrito a mesma O. , 

20. O lado de um quadrado mede 3,8m. Unem-se os meios dos lados 
consecutivos deste quadrado, formando-se assim um segundo qua ra o o 
qual se pede a drea. Estabelecer, de um modo geral, a relagao existente entre 

as duas dreas. _ . . 9 

21. Calcular a drea de um losango cujas diagonals medem 7,5m e ‘b/m. 

22. A soma das diagonals de um losango 6 5,2m e elas sao proporcionais 

aos ndmeros 5 e 8. Pede-se a drea do losango. . . 

23. 0 perimetro de um losango mede 41,7m e uma das diagonals, 8m. 
Pede-se a drea. 

24. A drea de um losango 6 de 360m 2 . Uma das diagonals mede 40m. 

Calcular o lado do losango. „ . , 

25. 0 lado de um losango mede 42m eumdos/S agudos, 60 . Calcular 
as diagonals e a drea do losango. 

26. A altura de um losango mede 0,8m. Calcular o lado, sabendo que 
a drea do losango 6 equivalente a drea de um A que tern 2,2m de base e , m 

de altura. , 

27. Calcular a drea de um O no qual dois^ lados adjacentes medem 
respectivamente 15m e 7m e formam um A de 45 . 

28. Calcular a drea de um O no qual dois^ lados adjacentes medem 
respectivamente 24m e 18m e formam um A de 60 . 

29. Calcular a drea de um O no qual dois lados adjacentes medem 

respectivamente 11m e 6m e formam um Z- de 135 . . 

30. Calcular a drea de um O no qual dois lados adjacentes medem res- 
pectivamente 26m e 15m e um dos A obtusos 6 igual a 5 vezes um dos A agudos. 

31. Calcular a drea de um O no qual dois lados adjacentes medem 
respectivamente 30m e 18m e a projegao do menor sobre o maior mede 3m. 

32. As duas bases de um trapezio medem 11,7m e 6,5m; a altura mede 

4,2m. Pede-se a drea. „ , 

33. A drea de um trapdzio 6 igual a 36,84m . A altura mede 6m. Ca - 
cular as duas bases sabendo que sua diferenga 6 de 4m. 

34. Calcular a altura de um trapezio que tem 37,56m 2 de drea e cuja 
bases medem respectivamente 15,7m e 9,6m. 
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, i 3 a' Cal , Gular a drea de um tra P 4zio isosceles no qual a base maior e urn* 
dos lados obhquos adjacentes medem respectivamente 40m e 32m e formam 
um z_ de 60°. 

36. As bases de um trapezio medem 5,2m e 4,1m. Os lados nao II medem 
3,4m e 2,5m. Pede-se a Area. 

37. As duas bases AB e CD de um trapAzio ABCD medem respectiva- 
mente 36m e 28m e a altura tern 12m. Prolongam-se os lados nao II AD e BC 
at£ se encontrarem em um ponto E. Calcular a Area do A ABE. 

38 A base de um A mede 47m e a altura, 56m. Por um ponto tornado 
na altura, a 30 metros do vArtice oposto 4 base, traga-se uma || a base. Fica 
assim o A dividido em duas partes, um trapAzio e um A. Pede-se a Area do 
trapezio. 

39. A base menor de urn trapAzio A igual a 3/8 da maior; a altura do 
trapezio representa.2/11 da soma das bases; a Area do trapezio e de 275m 2 . 
Calcular as duas bases e a altura. 

40. 0 lado de um A equilAtero e igual ao lado de um quadrado, e a 
soma das Areas destas duas figuras A de 36m 2 . Calcular o lado do quadrado. 

41. Um trapezio isAsceles estA circunscrito a uma O e tem 80m 2 de Area. 
A soma das bases e de 20m. Calcular os quatro lados do trapezio. 

, 42 ‘ Um trapezio e um retangulo tem a mesma Area e a mesma altura 
As bases do trapAzio medem respectivamente 15,3m e 9,6m; a altura mede 
7,5m. Jrede-se a base do retangulo. 

43. O perimetro de um trapezio isAsceles mede 156m e. as bases me- 
dem respectivamente 70m e 50m. Pede-se a Area deste trapezio.: 

44. Um trapezio tem 4,6m de altura, e o segmento que as diagonals 
determmam na mediana, 1,5m. Sendo a- area do trapezio de 73,60m 2 , calcular 
as duas bases do mesmo. 

45. A base maior de um trapezio tem 125m. Os lados nao II formam 
com esta base A respectivamente iguais a 60° e 45°. O trapezio tem 30m de 
altura. Pede-se a Area. 

46 - As duas . bas es de um trapezio medem respectivamente 36m e 25m. 

A altura do trapAzio mede 13m. Divide-se o trapezio em duas partes, tragando- 
se uma || MN a base maior. Sendo a altura do trapezio inferior igual a 5m 
pede-se a Area de cada um dos trapAzios. 

47. Calcular a diagonal de um quadrado cuja Area A igual A soma das 
Areas de dois quadrados cujas diagonals medem respectivamente 5m e 7m. 

Exercicios. Serie Eli. A Aren dos poligonos regtxlares 

. 4 ‘ Uemonstrar que a Area de um dodecAgono regular inscrito, numa O 
de raio r, e igual a 3r 2 . 

2. Demonstrar que a Area de um octogono regular inscrito, numa O 
de raio r, A igual a 2r 2 V 2. 

3. A Area de um hexAgono regular inscrito 6 de 414m 2 . Calcular o lado 
do hexAgono. 

4. Calcular a Area de um dodecAgono regular inscrito cujo lado mede 
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raio mede G 10m. lar & ^ Um ° Ct6g0n ° re S ular “scrito em uma O cujo 

raio mede^m. 1 ^ & de Um dec ^ gono re S ular in scrito em uma O cujo 

7. Calcular a diferenga entre as Areas de um A eauilAtero o dp 
quadrado, ambos inscritos em uma O cujo diametro mede^Om 

o' n , la ?° 2® Um hexdgono re 8 ular m ede 15m. Pede-se a Area 
in' , ad ° , 3 Um d ® c4 S ono Aguiar mede 20m. Pede-se a Area 

eirainscrito. "" de ° 8 “' Calcul ” * *> hexdgono regular 

a 4,3 £ ttissiz ^ igual 

gone reirtoSS'JSS'a'" d<i A 6 do U “ herf - 

e o raio* daO'SS’cS!" 1 ” ‘ e “ 4 °° mI de “'*'“' Ped<MJe ° “»■ « 
apdteina* ^ I7 ' 222S “’- » 

tem, e*o 4 48 V ^ Pede -“ 0 lad °' ° a Pd~ 

_ ... I6 1 A drea de u , m 'dodecAgono regular inscrito 6 de 54,75m 2 Calcular 

a Area de um quadrado inscrito na mesma O. ’ '-aicuiar 

raio medeV^rrf^ p^eUA.tero e um hexAgono estao inscritos em unia O cujo 
me de ^m. Pede-se a diferenga entre as Areas dos dois poligonos. 

diagonal S U r keX f gono regular 6 igual a Area de um quadrado cuja 

diagonal mede 2,5m. Calcular o perimetro_do hexAgono. 

valente'a A t Ae< * uil4ter o 6 V 4 8. Constroi-se um quadrado eqiii- 
„ m e V? a 6 , A : Tomando como raio a diagonal do quadrado traca se 

“ mscre ™ ooMgono regular. Calcular o lado dfete ictdgono 

dodecdgono 4 '° V S * * taa d » 

da regUl ” 4 i6Ual * 200 V 2. Ctdcular o raio 

gone Sgul^f i'S Se 25 S 5 r";ro d „',o 4re0 * ^ 
circunscrito ““do'iS-ito. * qUil ““° med6 4 °"- Pede '” * to * d< > 

Exercicios. SArie LIII. A Area do circulo 

1. Calcular o comprimento da O cujo raio mede 4,15m. 

. Calcular a Area de um circulo cujo raio mede 2,5m. 

. Calcular o raio de uma O cujo comprimento 6 de 360m. 

4 . Calcular o raio de um circulo cuja Area 6 de 36,25m 2 . 
a. U namero que mede a Area de um circulo 6 igual a 12 4 v^zes ,, 
numero q Ue mede o comprimento da O do mesmo circulo. Pede-se o raio. 
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6. O raio de uma O mede 5,3m. Calcular a drea do quadrante e do 

° itante 7 Um segmento retilineo AB mede 3,6m. Pelo ponto C, meio de AB 

traga-se CD _L AB. Sendo CD = 1,2m, calcular o compnmento da O que 
tra?a se ax>. „ x rea do clrculo correspondente. 

passa pelos^pontos A D,^ _ ^ s , Calcular o comprimento da O. 

O compnmento de uma O 6 de 500m. Pede-s, a Area do crculo. 

10. O comprimento de uma O 4 igual a -f - Pede-se a Area do clrculo. 

11. A Area de um hexigono regular inscrito 6 de 48,36m*. Pede-se a 
irea do clrculo^ ^ ^ Q tem 9m Ca j cu ,„ . diferensa entre as ireas do 

'"“'Is! OsmST 3f ® SS3S — respectivamente 3,4m , 
4,5m.i Ped„e ajre.^a ^ ^ e ogm de ^ Pe dem-se o. 

raio, das du» |. ^ 0 „ io da manor tern 5m. Oma cord, 

da major, tMgjta » m em^culara ^ manor igual a 

3m, Pg^l^um as; uma corda da maior 6 tangente 5 menor 

' ™%! 2 S Ifnt'o tXXm. Calcular a faa de um ..tor com 
23* 20'30'd ^ ^ (m . [i!(or 6 de 48m , , „ raio „ede 12m. Quautos gratis 

*“ °20 a ." llrea'Xum setor 6 de 60m- e o areo do setor tern 15- 20' 40". 
Pede-se . omio^ar a ^ de um setor cujo raio m ede 18m e cuja base mede 

4,5 “’22. A Srea de um setor 4 de 80m- e o arco que lhe serve de base mede 
3m. CalculM o mm. ^ Q respectivamente 7m e 10m. 

“HlB r5S2K=§^a=t£ 

f; a drea do segmento de 45°, numa O cujo raio mede 18m. 

27 OaodeumaO mede 40m. Traga-se uma segunda O concentnca 

i primeira; esta divide o circulo maior em duas forgoes eqmvalentes. Cal- 
cmar orf. t “Tdois cireulos estao entre si com. 5 csti para 80. Send. 

” ■*£ com. » P- «■ 

Sendo o raio da menor igual a 5,2m, qual e o raio da maior? 
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NOTA 


As solugoes dos exercicios dados neste compfindio podem ser 
encontradas nos antigos livros de exercicios do mesmo autor, de 
ac&rdo com as indicagoes que se seguem. 


Sdrie 1 
» 2 


Solugoes ao cuidado do estudante. 
E. M. 5.°A., s6rie 14, pdg. 20 (1) 
Solugoes ao cuidado do estudante. 
E. M. 2.°A., s6rie 65, pdg. 


E. M. 3. 
Solugoes 
E. M. 3, 


ao cuidado do estudante. 
“A., s6rie 13, p4g. 


E. M. 2.' 
E. M. 3.' 


79 (2) 
81 
85 
87 

90 ■ 

90 

91 

94 

95 

19 ($ 



(1) E.' M. 5.°A. significa Exercicios de Matem&lica, Quinto Ano. 

(2) E. M. 2.°A. » » » » Segundo Ano. 

(3) E. M. 3.°A. » » Terceiro Ano. 

(4) Foram suprimidos os exercicios 11, 12, 21 e 22. 
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